Introducciéon
“Saber es poder
comprender es tolerar”

La idea que me motiva a escribir estas notas esta sustentada en la firme creencia que, “una
condicién necesaria y suficiente para que en algin instante se produzca aprendizaje de algo es
que, la interseccién entre los deseos de ensenar del que ensena, y los deseos de aprender del que
aprende, sea no vacia.”

Lo anterior es con seguridad una muy dificil tarea, no obstante poseo la esperanza que estas
notas ayudaran en parte, a generar la motivacién en los actores para que ingresen a esa ”in-
terseccion.” Por esto espero que con estos apuntes se consiga al menos alguno de los siguientes
objetivos.

Dar informacién introductoria y bésica a los estudiantes de un primer curso de Algebra.

Servir de hilo conductor para que los estudiantes recorran las primeras ideas algebraicas
hasta llegar a las bases del algebra Lineal, y puedan posteriormente reflexionar, respecto de las
ilimitadas aplicaciones que esta disciplina posee.

Generar un ambiente de didlogo permanente, entre el Profesor y el Estudiante del cual se
concluya al menos que, “lo abstracto deja de serlo cuando se hace tangible en la mente, y se
plasma a través de la mano.”

Motivar al estudiante a profundizar dia a dia, cada uno de los topicos discutidos en clases,
usando la bibliografia de apoyo sugerida por su profesor, para que se concreten y conecten la
teoria y la préctica.

Motivar al profesor, para que complemente estas notas, ddndoles la contundencia y versatil-
idad necesaria para mantener vivo en el estudiante su interés por la asignatura.

Estas notas estan distribuidas en dos tomos, en el primero de ellos se hace énfasis en estruc-
turas algebraicas y en el segundo abordamos definitivamente temas de algebra lineal y algunas
de sus aplicaciones més frecuentes.

Deseo enfatizar que desde hoy estas notas estaran en constante revisién con el inico objetivo
de mejorar y asi llegar a ser alguna vez, un razonable material de apoyo, para la ensenanza y
aprendizaje de esta disciplina.

Este primer trabajo se realizé en el marco del proyecto de docencia “Construccién de un
libro de Algebra para el primer ano de Ingenieria Civil ” con el apoyo y financiamiento

de la Vicerrectoria de Docencia y Extension.

Finalmente debo agradecer el inestimable trabajo de la Profesora Gabriela Penailillo, quien
con esmero y dedicacion corrigié y ademads propuso ideas en la construccion de estas notas.

Ricardo Santander Baeza



CAPITULO 1

Preliminares sobre Sistemas de Ecuaciones.

1. Objetivos

(1) Que el Estudiante este en condiciones de generalizar las técnicas para resolver sistemas
de ecuaciones desarrolladas en sus estudios de Ensananza Media.

1.1. Motivacién.
(1) Consideremos el sistema lineal de dos ecuaciones y dos incégnitas:

(1) a1z + apre = b
a21r1 + a2r2 = b

(2) El sistema ( 1) puede ser escrito en forma matricial como sigue:

ail; a2 T by
2 =
2) <a21 a22><932> <b2>
—_———— N ———
A X B

(3) Probablemente una de las primeras cuestiones que observamos es que un sistema como
(1) o como ( 2), no tienen porque tener dos ecuaciones y tampoco dos incégnitas,
es decir podemos tener en un arreglo como n ecuaciones y m ”incégnitas”. Asi que
podemos hacer nuestra primera ”definicion dupla”

Definicién 1.1.1.

Llamaremos Sistema Lineal de n-ecuaciones y m-incognitas a una expresion del tipo:

a;1x1 + ajpprs + + aimTm = b

3) an1x1 + agery + + agmTm = b
S+ L+ + =

ap1T1 + apa2Ta + + apmTm = by

Equivalentemente llamaremos notacion matricial de ( 3) a la ecuacion matricial:

ain a2 ... Gim T b1
as| a ... a2;m T2 b2
(4) . =
anl An2 ... Gnm T bn,
A X B

En fin, de ahora en adelante nos referiremos a un sistema lineal genérico poniendo
A-X=B8B
donde A, X y B son como en ( 4)
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Ejemplo 1.1.2.

Un sistema lineal de orden 3x4:

2r + 4y + z + w = 18
4 + Oy + 6z - 2w = 24
St + y - 2z + Sw = 4

24 1 1 t 18

45 6 —2 Y 1=|( 24

31 —2 3 o 4
w

Ejemplo 1.1.3.

El Departamento de pesca y caza del Estado proporcionatres tipos de comidas a un
lago que alberga a tres especies de peces. Cada pes de la especie 1 consume cada sem-
ana un promedio de 1 unidad del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 2 unidades del
alimento 3. Cada pez de la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 unidades
del alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3. Para un pez de la especie 3, el promedio semanal
de consumo es de 2 unidades del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 5 unidades del
alimento 3. Cada semana se suministran al lago 25000 unidades del alimento 1, 20000
unidades del alimento 2 y 55000 unidades del alimento 3. Si se supone que los peces
se comen todo el alimento. ;5 Ciantos peces de cada especie pueden coexistir en el lago ?

Planteamiento del problema.:

(a) Sean

x1 = cantidad de peces de la especie 1
T9 cantidad de peces de la especie 2
T3 cantidad de peces de la especie 8

(b) De acuerdo a los datos del problema debemos tener que:

T1 + 3x9 + 2x3 = 25000
1 + 4dxe + 3 = 20000
2¢1 + bdxe + dxz = 55000

(¢) La solucion la dejaremos pendiente hasta implementar una técnica ”adecuada”.
Definicién 1.1.4.

Diremos que Z es una solucion del sistema ( 4). Si

21

W z=| 7| eMamx1)

Zm
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(2) A-Z = B, es decir

ailp  ai2 A1m
az1 a2 A2m
anl Aan2 Gnm

21 b1
29 bo
Zm bn

Nuestro problema es ahora determinar una estrategia para solucionar estos sistemas. Para

ello estudiemos un sistema de tamano 2.
(ecy) X

(ecq) 3x - vy

eco — ecy — 3ecy

(ec1) x + 2y =
(eca) 0 - 7y =

eco — —%662

2y =
y ==

(ec1) b'e
(eca) 0

+ +

ec1 — ec1 — 2ecy

(ecy) x + Oy =
(eco) 0 + y =
T
x = 2
y = 2

Observacién 1.1.5.

Las cuestiones mds interesantes son:

+ 2y =

(=}

-14

6
2

N DO

12 ] 6
01 | 2
Ly — Ly — 2Ly
10 | 2
01 | 2

(1) El sistema se escribe naturalmente en forma matricial, aprovechando el producto de

matrices.

(2) Basta operar sobre los coeficientes (nimeros) de las variables del sistema y hacer ab-

straccion de dichas variables.

(3) las operaciones permitidas para resolver el sistema son isomorfismos del grupo de ma-

trices correspondiente.

Teorema 1.1.6.
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En Mg(n x m) tenemos los siguientes isomorfismos:
(1) Permutacion de filas:

Mg(n x m) +—  Mg(n x m)
(5) b )

Donde (L, < Ls)(A) es igual que A salvo que tiene permutada la fila v con la fila s

(2) Ponderacion de una fila por una constante no nula.

Mg(n x m) +——  Mg(n x m)
(6) YA L e

Donde (L, «—— L)(A) es igual que A salvo que tiene multiplicada la fila v por la con-
stante no nula «

(3) Adicion de un maltiplo de una fila a otra fila.

(7) Mg(n x m) +—— Mg (n x m)
A — L, «— L, + aLs(A)

Donde (L, «— Ly +aLs)(A) es igual que A, salvo que tiene la fila r sustituida por la fila v mds
« veces la fila s, con a# 0

La demostracion de este teorema es un buen ejercicio.!!!

Ejemplo 1.1.7. Si consideramos la matriz

2 4 -8 6
A= 3 -5 4 12
9 2 717 1

entonces como la ”composicion de isomorfismos” es un isomorfismo podemos hacer lo siguiente:

2 4 -8 6 1 2 —4 3

3 -5 4 12 (L1 — %L4) 3 =5 4 12 | (Ly — Ly —3Ly)
9 2 7 1 9 2 7 1

1 2 —4 3 1 2 -4 3

0 —11 16 3 (Ly — L3 —9L,) 0 —11 16 3

9 2 71 0 —16 43 —26

Este ejemplo motiva hacer la siguiente definicién:

Definicién 1.1.8.

Las funciones definidas en ( 5), ( 6) y ( 7), las llamaremos ”Operaciones Elementales de Ma-
trices”
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Observacion 1.1.9.
En ( 1.1.7), podemos notar que:

(1) La operacion elemental (L, «— L), nos permite trasladar a voluntad las filas de la
matriz, como por ejemplo acumular, si las hubiera, las filas nulas ( de puros ceros) en
las filas inferiores (de abajo)de la matriz.

(2) La operacion elemental (L, «—— «L,), nos permite crear unos (1) en cualquier posicion
de la matriz.

(3) La operacion elemental (L, «— L, + aLg), nos permite crear ceros (0) en cualquier
posicion de la matriz.

Ejemplo 1.1.10.

Sea A = (a;;) € Mgr(4) tal que

entonces
A= (L4 — Ly —4L1) o (Lg «— Lg — 3L1) o) (L2 — Loy — 2L1)(A) =B
Donde,

1 111
0 00O
B_OOOO
0 00O

En este caso, se puede usar la siguiente notacion:

A: (L3<—>L3—3L1)
3333(L(_>L_4L)0000
4 4 4 4 4 4 V"\o 000

Definicién 1.1.11.

Sea A € MRg(n x m) entonces

(1) A sera llamada ”Matriz Escalonada Reducida por Filas” si:

(a) Todas las filas (si las hay) cuyos elementos son todos ceros (filas nulas), aparecen
bajo las filas no nulas.

(b) En cualquier fila no nula, el primer elemento no nulo (partiendo de la izquierda)
es un uno (1). A este elemento lo llamaremos el pivote de esa fila.

(¢) Si dos filas sucesivas son no nulas entonces el primer 1 en la fila de mds abajo,
esta mas a la derecha que el primer 1 de la fila de encima.
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(d) Si una columna contiene el pivote de un fila entonces es nula en todas las otras
posiciones.

(2) A serd llamada ”Matriz Escalonada por Filas” si:

(a) Todas las filas (si las hay) cuyos elementos son todos ceros (filas nulas), aparecen
bajo las filas no nulas.

(b) En cualquier fila no nula, el primer elemento no nulo (partiendo de la izquierda)
es un uno (1). A este elemento lo llamaremos el pivote de esa fila.

(c) Si dos filas sucesivas son no nulas entonces el primer 1 en la fila de mds abajo,
esta mds a la derecha que el primer 1 de la fila de encima.

Ejemplo 1.1.12.

Cinco matrices en la forma escalonada reducida por filas.

10 0 100 0

G) (o1 0 Gi.) (0o 10 0 (iii.) (éS?;)
00 1 0010
A 1025
(w.)01 (v.) [0 1 3 6
0000

Ejemplo 1.1.13.

Cinco matrices en la forma escalonada por filas. Note la diferencia con ( 1.1.12)

1 2 3 1 -1 6 4

i) (o1 s i) (o 1 2 8 (iii.) <(1) 0 g)
00 1 0 0 10
PR 1325
(1v.) 0 1 (v.) {0 1 3 6
0000

Definicién 1.1.14.

Sea A € Mg(n x m) y B € Mr(n x m). diremos que A = B por filas si B es obtenida de A
por un numero finito de operaciones elementales.

Lema 1.1.15.
Si A € M(n x m) entonces existe una unica B € Mg(n x m) tal que

(1) A= B por filas

(2) B es una matriz escalonada por filas.
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Definicién 1.1.16.

Sea A € Mg(n x m) entonces llamaremos ”rango ” de la matriz A al nimero de filas no
nulas de su correspondiente matriz escalonada.

La notacién que usaremos para el rango de una matriz A serd p(A)

Ejemplo 1.1.17.

Calculemos el p(A) si A es la matriz:

1210
A= 1|-1035
2 420
Solucion
1210 (Ly — Lo+ Ly) 1210 1
-1 0 35 0 2 4 5 |(Ly— ;L)
2 420 (L3 — Ls —2Ly) 0000
1210 10 -3 =5
01235 (L1 — Ly — 2Ly) 01 2 3
0000 00 0 O

Asi que p(A4) =2

1.2. Ejercicios Propuestos.
(1) Reducir a la forma escalonada por filas las matrices:

1 -2 3 -1
() |2 -1 2 3
'3 1.2 3
[0 2 2
1 1 3
(b) 3 —4 2
2 -3 1
(01 3 -2
© 121 4 3
(1 3 2 3 —7 14
d |26 1 -2 5 =2
13 -1 0 2 -1
() [1 2 -1 3 1]
1 1 1 1 0
1 1 1 -1 4
(f)11—1 1 —4
1 -1 1 1 2

(2) Reducir a la forma escalonada reducida por filas las matrices del ejercicio ( 1)
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(3) Calcular el rango de las matrices del ejercicio ( 2)

(4) Describa todas las posibles matrices de orden 2, que esten en la forma escalonada re-
ducida por filas

(5) Demuestre que la relacién definida en ( 1.1), es una relacién de equivalencia

(6) Demuestre que toda matriz escalonada reducida por filas es una matriz escalonada por
filas.

De un contraejemplo para mostrar que la reciproca es falsa.

2. Resolucién de sistemas y Operaciones elementales

Consideremos un sistema lineal del tipo n X m, es decir:

a1y + apry + ... + amT, = b

® ag1x1 + agery + ... + aomTy, = bo
: + : + 1+ : =

an1T1 + ap2r2 + ...+ AT, = by

Entonces de acuerdo a lo estudiado podemos, considerar las siguientes etapas para nuestro al-
goritmo:

Etapa 1. Ponemos ( 8) en notacién matricial, es decir:

aip a2 ... A1m I b1
asr a2 ... aom, T2 b2
(9) . . : : . -
apl Gp2 ... Gpm T, b,
~~ N~— S—
A X B

Etapa 2. Ya observamos que lo que interesa para resolver el sistema son los coeficientes de las
variables e incluso podemos hacer abstraccion de ellas, es decir definimos una nueva
matriz que contenga toda la informacién numérica del sistema para ello hacemos la
siguiente equivalencia:

ail a1 e A1m il b1 aill ai19 e A1m ‘ b1

as ago e aom, T2 b2 asy a9 e ag2m ‘ b2
= . —

anl Ap2 ... Qpm T bn, Apl Gp2 .. Qum | bp

A estas alturas conviene hacer una definicién para bautizar a esta nueva matriz:

Definicién 2.0.1.

Llamaremos ”Matriz Ampliada” asociada al sistema ((9) ¢ al sistema ( 8) a la matriz
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ail a2 ... aum | b

asr a9 ... ao2m, | b2
(10) (AlB) = .

Apl Gp2 .. Gpm | by

Ejemplo 2.0.2.

Consideremos el sistema lineal de orden 2 x 4:

(11) x + 2y + z + t =0
x + 3y -z 4+ 2t = 0
Entonces
(1) La notacién matricial para ( 11), es dada por
x
12 11]|y| _[o
1 3 -1 2 z - 0
t

(2) La matriz ampliada asociada es:
12 1110
13 -1210
Etapa 3. Calculamos p(A|B), el rango de la matriz ampliada entonces tenemos calculados en
realidad dos rangos, a saber:

(i) El propio p(A|B) y

(ii) p(A), para lo cual basta mirar la matriz escalonada reducida por filas asociada a
(A|B) eliminando la tltima columna.

Una conclusién inmediata es que

(12) p(A) < p(A|B)

Pues, una fila no nula de A es una fila no nula de (A|B)

Caso 1 p(A) < p(A|B) entonces de acuerdo a nuestra equivalencia, ( 10), tenemos que deberia
suceder al menos una situacién como la siguiente (despues de escalonar por supuesto):

aill ajw .. ailm | bjl
Aoy P) e Aom | b
(13) @s = | i
U1yt azn—l)Q e a/(n—l)m | b
0 o ... o0 |

donde b/, # 0, lo cual implicarfa que

0z, =b, (=)
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Asi que, tenemos en general que

(14) p(A) # p(A|B) = ( 8) no tiene solucién

Caso 2 p(A) = p(A|B) entonces aplicando nuestra equivalencia ( 10), a la matriz escalonada
reducida por filas obtenida de la matriz (A|B), tenemos al menos una solucién.

En fin tenemos el siguiente teorema o herramienta de trabajo:

Teorema 2.0.3. (Teorema del rango)

Un sistema lineal del tipo AX = B, como ( 9), tiene solucién si y sélo si p(A) =
p(A|B), donde (A|B) representa la matriz ampliada asociada al sistema. ver ( 10)

Corolario 2.0.4.

Supongamos que p(A) = p(A|B) en ( 2.0.3) entonces

Caso 1 Si p(A) = m entonces el sistema tiene solucion inica o

Caso 2 Si p(A) < m entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

En efecto
St existe un pivote en cada una de las n filas tenemos, por definicion de matriz escalonada re-
ducida por filas que, existe una unica solucion.

Caso contrario existen r pivotes donde r < m y bastan r variables para determinar las m
variables; usualmente al nimero m — r se le llama ”Grado de Libertad del Sistema”

Ejemplo 2.0.5.

Retomemos el ejemplo ( 1.1.3) entonces

(1) Partimos considerando el sistema

1 + 3x2 + 2x3 = 25000
r1 + 41‘2 + r3 = 20000
2x1 4+ b5x9 + bdxz = 55000

(2) Pasamos el sistema a la notacién matricial

1 3 2 1 25000
1 41 x2 | = | 20000
2 5 5 T3 55000

(3) Ampliamos el sistema, es decir construimos la matriz:

1 3 2 | 25000
(AlBy=|1 4 1 | 20000
2 5 5 | 55000
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(4) Calculamos p(A|B), es decir debemos reducir por filas a la matriz (A|B):

1 3 2 | 25000 1 3 2 | 25000
1 4 1 | 20000 (%Z:LL?_QLLl)) 0 1 —1 | —5000
2 5 5 | 55000 s ST lo -1 1 | 5000

(L L, —3Ly |10 5| 40000

(s — Ly + L) 0 1 —1 | —5000

’ st lo o 0 | 0

(5) Ahora comparamos los rangos para verificar las hipdtesis del teorema y corolario.

(i) p(A|B) = p(A) = 2. Asi que existe solucién para el problema de administracién
de recursos.

(ii) Como p(A|B) = p(A) = 2 < 3 entonces existen infinitas soluciones

(6) Ahora determinamos las soluciones aplicando nuestra equivalencia ( 10) es decir tra-
ducimos al sistema:

z1 = 40000 —5z3 (1)
z9 = —5000+az3 (2

Probablemente un problema tedrico terminaria aqui, pero este es un problema préactico
y real asi hay que estudiar las posibilidades o restricciones:

e Es claro que la restriccion mas elemental debe ser que

(15) $120 :L‘QZO :L‘gZO

e De la ecuacién (2) x3 = z2 + 5000 y de x2 > 0 sigue que

(16) 3 > 5000

e Como x1 > 0y 40000 — bx3 = x1 entonces

(17) 23 < 8000
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Luego para concluir las soluciones tedricas posibles son del tipo:

z1
X = i)
3

40000 — z3 |
= x5 — 5000
T3

40000 ] —x3
= —5000 | + T3
0 T3

40000 ] -1
= —5000 | + x3 1 (1’3 € R)
0 1

e Aplicando las restriciones obtenidas tenemos que:

T 40000 -1
zy | = | —=5000 | 4a3| 1 (5000 < 3 < 8000)
I3 0 1

No obstante esta sea una buena descripcién de las posibilidades, lamentablemente
ninguna especie de peces tiene como miembro una mitad de pez, asi que la solu-
ciones son a lo mas 3001, pues como dicho, z3 tiene que ser entero y z1; < 15000,
por lo tanto:

1 40000 —1
(18) X9 = —5000 | + x5 1 |; (5000 <x3 <8000 A z3€ Z)
I3 0 1

2.1. Ejercicios Propuestos.

(1) Resolver los siguientes sistemas usando el Teorema del Rango:

(a) @1 + 29 - x3 + 3xy = 1|

x + y + z =4
(b)2x+5y—2223

x + y = 4
() 2x - 3y =
3x 4+ 2y = 8

EN{

Ty + 2x9 + 3x3 = 0
(d) 2x1 + T2 + 3x3
3rz1 + 229 + xz3 = 0

Il
o
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3r1 + 2x9 - 4dz3 = 1
T - Tro -+ 3 = 3
(e) r1 - X9 - 3x3 = -3
3rz1 4+ 3x2 - bzz3 = 0
-1 + @ + x3 = 1
1 + x2 4+ w3 + x4 = 0
(f) T + Ty + w3 - x4 = 4
r + Ty - 3 + x4 = -4
x|y - Ty + x3 + x4 = 2
Ty - 229 + x3 4+ x4 = 2
3x1 + 2z3 - 2x4 = -8
(8) dry - x3 - xy = 1
5xq + 3x3 - x4 = 0

(2) Considere el sistema lineal

2¢7 - 3 + 3x3 = a
3r1 + x - brg = b (*)
—5x1 - bxy + 2lxzy3 = ¢

Determine los conjuntos

e S={c

e S={c

€ R | () tiene solucién }

€ R | (%) no tiene solucién }

(3) Considere el sistema lineal

Determine [
e S={c

e S={c

2¢c1 4+ 3x9 - x3 = a
TG - X2 + 3x3 = (*)
3r1 + Txo - bxrg = c

os conjuntos
€ R | () tiene solucién }

€ R | (%) no tiene solucién }

(4) Considere el sistema lineal AX = B, de orden 3

anry + aprs + aizrzy = by
ao1x1 + asry + agzxrz = by (*)
az1ry + azawrs + azzrs = b3

Demuestre que (%) tiene solucién tnica si y sélo si det(A4) # 0 y que

X1 bl
T2 = At by
x3 b3

13
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(5) Considere el siguiente Sistema de Ecuaciones Lineales:

3x + o9y + 12z - w = -3

2x + 2y + 8z - 2w = -12
6y + 6z + 3w = 15 (%)

2z + k(k+)w = 9k

Determine los siguientes conjuntos:
e 51 = {k € R|(x) tiene solucién}
e Sy = {k € R|(*) no tiene solucién}
e S3 = {k € R|(x) tiene solucién tinica}

(6) Fueron estudiados tres tipos de alimentos. Fijada la misma cantidad (lgr), se deter-
mino que:

(a) El alimento I tiene 1 unidad de vitamina A, 3 unidades de vitamina B y 4 unidades
de vitamina C.

(b) El alimento II tiene 2 unidad de vitamina A, 3 unidades de vitamina B y 5 unidades
de vitamina C.

(c) El alimento III tiene 3 unidad de vitamina A, no tiene vitamina B y tiene 3
unidades de vitamina C.

Si se necesitan 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B y 20 de vitamina C.

(a) Determine las posibles cantidades de alimentos I, IT y III que contienen la cantidad
de vitaminas deseadas.

(b) Si el alimento I cuesta 600 pesos por gramo y los otros dos cuestan 100 por gramo,;,
existe una solucién del sistema cuyo costo sea 10000 pesos ?

(7) Un sistema lineal del tipo AX = B se llama sistema homogeneo si B=(0). Demuestre
que un sistema homogeneo tiene siempre solucién.

(8) El modelo de insumo-producto de Leontief para un sistema econémico, puede ser re-
latado como sigue:

(a) Existe n industrias

(b) Existen dos tipos de demandas en cada industria: una demanda externa (proviene
desde fuera del sistema) y otra demanda interna (demanda entre las industrias).

(c) Supongamos que e; representa la demanda externa ejercida sobre la i-ésima in-
dustria y suponga tambien que a;; representa la demanda interna que la j-ésima
industria ejerce sobre la i-ésima industria.

(d) Sea z; la produccién de la industria ¢ y supongamos que la produccién de cada
industria es igual a su demanda.
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entonces para calcular por ejemplo la demanda interna de la industria 2 se observa que
la industria 1 necesita as; unidades de produccién de la industria 2 para producir una
unidad de su propia produccién. Asi as1x es la cantidad total que necesita la industria

n
1 de la industria 2. Luego la demanda interna total sobre la industria 2 es Zamﬂ?i,
i=1

n
ademas la demanda total sobre la industria 2 sera Z aoT; + €.

i=1
Igualando la demanda total a la produccion de cada industria obtenemos el sistema de
Insumo-Producto de Leontief (I-P).

ai1ry + apry + - + apT, + e = I

a1 + ag9ry + - 4+ a9y + €3 = X9
(19) .

ap1T1 + ap2rz + -+ AppTp + €, = Xp

Equivalentemente
(I1—am)xr — a1gxy — v — A1nTn = €1

—agix1 + (I—ag)ry — -+ — onTy = €2
(20)

—Aanp1T1 — An2T2 — - (1 - ann)xn = €n

Resuelva el sistema (I-P) si: e; = 10; ea = 15; e3 = 30; aj; = %; alp = %; a13 = %;
1.
g d

1. _ 1. _ _ 1. .
a21 = 75 @22 = 75 23 = 31 = 193 @32 = 3,433 = ¢

(9) Un método muy conocido para resolver sistemas lineales aunque con fuertes restric-
ciones es el Método de Cramer el cual se basa en los siguientes hechos:

(a) El sistema debe ser cuadrado, es decir A = (a;;) € Mgr(n) y A debe ser invertible,
entonces tenemos

a1l a2 ... QAn I b1
as1 a2 ... a2, xI9 b2
anl QAp2 ... Qnpp Tm bn
Y,
—1
1 a1l a2 ... Qip b1
(21) ) as1 @y ... Ao, bo
Tm Gpl ap2 ... QApn by
(b) Pero,
—1
ail a1 e A1n All Alg e Aln
azl Gz ... Qg 1 Aoy Az ... Agy
~ detA
anl1 Qap2 ... Ann Anl Ang e Ann

adjunta de A
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Luego, sustituyendo en ( 21), tenemos que:

x1 A A o Ay, b1
x2 B 1 Ao Ao ... Aoy, by

: ~ detA : : : :
Tm Anl An2 R Ann bn

1 n
Iy = mZ;At]bj (t:1,2,,n)
]:

ailr a1z ... by
as1 a2 ... bg
Ty = det
det A
anl Qan2 ... by,
L columna t

Resuelva usando el método de Cramer los siguientes sistemas:

(1) 2¢1 4+ 3z = -1
—Tx1 + 4z = 47

201 + x90 4+ x3 = 6
(2) 3r1 - 2x9 - 3x3 = 5
8&r1 4+ 2x9 + bxg = 11
201 + 2z 4+ x3 = 7
(3) r1 + 2x9 + 3 = 0
—-r1 + To + 3xz3 = 1
201 + a2 - x3 = 4
(4) X1 + x3 = 2
- x99 + bxrgy = 1
I - T4 = 7
200 +  x3 = 2
(5) 4:E1 - T2 = -3
33}3 - 5$4 = 2
1 + 12 + w3 + x4 = 6
21 - m3 - x4y = 4
(6) 3rs + 6x4 = 3
T - x4 = b

(7) Considere el tridngulo de la figura

A1n
a2n

Gnn
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Y
b a
o H g
bcosa c acos 8
Figura 1

(a) Demuestre usando trigonometria que

ccos o + acosy =
(22) bcos a + acospf =
ccos (3 + bcosy =

(b) Interprete ( 22), como un sistema de ecuaciones en las variables, cosa,cosf3 y
cos 7y, v demuestre que el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de
cero.

(c) Utilice la regla de Cramer para despejar cos~y

(d) Demuestre la Ley de los cosenos: ¢? = a® + b*> — 2abcos~y

3. Aplicaciones

3.1. Factorizacién LU.

Considera un sistema clasico de la forma A- X = B tal que A € Mg(n) es una matriz triangular
superior invertible, es decir:

ail a2 a3 - Gip x1 b1

0 ax a3y --- a T2 by

(23) 0 0 azz --- azn z3 | = | b3
0 0 0 -+ ann Tn by,

tal que a;; #0 (i =1,...,n)

Asi que, podemos resolver el sistema, ( 23) iteradamente, como sigue:
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bn
T, = —
Qnn
_ bn—1 — An—1nTn
Ip—-1 =
Gp—1n—1
n
bs — E Qs3T5
1=s5+1
Trs —
Uss
Luego,
s—1
bs — E AsiTs
i=n
(24) ry = ——— (s=n,n—1,...,2)

Ass

Un comportamiento andlogo, obtenemos si, A € Mg(n) es una matriz triangular inferior
invertible, pues en este caso:

C11 0 0 0 I bl
21 ¢ 0 -~ 0 T2 bo
(25) c31 c32 c33 - 0 x3 - b3
Cnl Cn2 €Cnp3 - Cnn Tn bn
tal que ¢;; #0 (1 <i<mn)
Y,
b1
r = —
c11
by — o111
Ty = —=
€22
s—1
bs - Z Csidj
i=1
Ty =
a/SS
Luego,
s—1
bs — Z Csi g
(26) Ty = =1 (s=2,3,...,n)



3. APLICACIONES 19

Ejemplo 3.1.1.

Resolver el sistema lineal

5x1 = 10
4:1,‘1 — 2:1,‘2 = 28
2¢1 + 3z0 + 4dx3 = 26
Solucion
10
T = 322
28 — 4x
ro = _—21:—10
26 —2x1 — 3
. ¢

Observacién 3.1.2.

Considera un sistema cldsico de la forma A- X = B tal que

(1) A € Mg(n)

(2) A= L-U, donde L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular

superior.
entonces
A-X=B < (L-U)-X=8B
= L-(U-X)=B
——
Z
= L-Z=B8B
Asi que;

Etapa 1. Usando la formula ( 26) calculamos Z

Etapa 2. Usando la formula ( 24) calculamos X

Ejemplo 3.1.3.
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Consideremos el sistema lineal

6331
31‘1
—121‘1
—63?1

(27)

— 31‘2

+ 81‘2

4:63
6$3

+ 2lx3

3

4334

T4
81‘4
71‘4

+ 4+

1. PRELIMINARES SOBRE SISTEMAS DE ECUACIONES.

—4

—43y

y para la matriz A de coeficientes del sistema ( 27),

(28)

6 —2

3 =3
-12 8
-6 0

—6
21
—10

usemos la descomposicion LU (verifiquelo!!);

(29)

-2

entonces ( 27), se escribe como sigue:

1 0 0
1
11 o0
-2 -2 1
-1 1 -2
1 0 0
1
I 1 0
-2 -2 1
-1 1 -2

o o o

o o O

Y lo resolvemos como sigue:

OO O

-2
-2
0
0

OO O™

D= =

-2
-2
0
0

—4
—4
)

=N RO

-4 4
1
-8
7
00
0 0
10
-2 1
-4 4
-4 -1
5 =2
0 8
4
-1
-2
8
4
-1
-2
8

0

I
T2
3
T4

T
T2
3
T4

—4

—43
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Etapa 1.
6 —2 —4 4 T 21
0 -2 —4 -1 T2 B 29
0 0 5 -2 T3 I 2
0O 0 0 8 T4 Z4
Etapa 2.
1 0 0 0 z1 2
% 1 0 0 z9 . —4
-2 =2 1 0 23 o 8
-1 1 -2 1 24 —43
Luego,
z1 = 2
1
z9 = —4 — 521 = —5
z3 = 842z +22 =2
24 —43 + 21 — 29+ 223 = —32
Etapa 3.
6 —2 —4 4 T 2
0 -2 —4 -1 To _ -5
0 O 5 =2 T3 o 2
0 O 0 8 T4 —32
Luego,
—32
- 2 _ _4
T4 3
242
py = S g
5
—5+4
Ty = w — 6.9
242 dx3 — 4
- + 2129 —|—6 T3 Ty _ A5

3.2. Ejercicios Propuestos.

Resuelva los sistemas lineales

2 8 0
A= 2 2 -3
1 2 7
(1)
2 0 0
L= 2 -3 -0

AX =By A= LU si:

21
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9 5 21
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CAPITULO 2

Espacios Vectoriales

1. Objetivos

(1) Construir un ambiente suficientemente amplio, donde se puedan modelar situaciones
practicas.

(2) Desarrollar técnicas que permitan controlar rapida y eficientemente una gran cantidad
de informacion

(3) Mostrar la equivalencia entre el ambiente tedrico y practico.

2. Motivacién

Consideremos el producto cartesiano de R consigo mismo, es decir el conjunto de puntos de
la forma

(31) R? = {(2,y) |t e RAy € R}
Es decir,
Eje y
Plano R?
(2,9)
............. ’
(0,0) Eje z

Figura 2: Plano Cartesiano

De la figura observamos que:
(1) El eje x y el eje y, son dos lineas rectas.

(2) Como conjunto podemos describirlos como:
Eje = {(z,y) € R* | y = 0}

Eje y = {(z,y) € R? | & = 0}
Asi que;

(32) Eje z = {(z,0) | z € R}

23
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(33) Eje y = {(0,y) [y € R}

(3) Si aceptamos los principios
e “Una linea recta es un punto en movimiento ” (Euclides)

e “para pertenecer a un conjunto hay que ser igual a un miembro de ese
conjunto ”

entonces

v € Eje z <= [J zp; 20 € R tal que v = (¢, 0)]

Observen que ( 34), dice por ejemplo que v = (1,0) pertenece al Eje x al igual que
v =(33,0).

(4) Supongamos que v € Eje x entonces ( 34), puede ser expresado mateméticamente
como:

ve Ejexr <= [Jxzo;z0 € R tal que v = (x0,0)]
< v=(x0-1,20-0)
Si ademaés hacemos:

(g -1,20-0) = 20 - (1,0)

entonces para determinar v = (33,0), por ejemplo, simplemente necesitamos mover
al elemento e; = (1,0) a través del Eje x, 33 unidades.

Asi (1 34), puede ser expresada como sigue:
Los elementos del Eje x son miiltiplos de e;

Lo cual en Lenguaje Matematico se traduce como:

(35) v € Eje x <= [dxo; 20 € R tal que v = zg - €]

Anélogamente,

(36) u € Ejey <= [Fyo;y0 € R tal que u = yp - e2]

donde ez = (0,1)

Conclusién 2.0.1.
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Si notamos
(37) oz‘(x,y):(a-a:,a‘y)

y
(38) ((z,9)) ={a-(z,y) o € R}

entonces
(1) (e1) = Ejez y (e2) = Ejey

(2) {(z,y)) es una recta que pasa por el origen. ; Cuél ?
(3) Reciprocamente, dado P = (z,y) € R — {(0,0)} entonces
e Existe una tunica recta, digamos L que pasa por el origen y P € L
e Existe o € R tal que P = a- (z,y) (basta tomar o = 1)
Lo anterior puede ser formalizado definiendo la siguiente funcién:

RxR? +—— R2
(39) (u, (z,y)) — (u-z,u-y)
Ejemplo 2.0.2.
(1) 3-(1,2) =(3,6)

2) (=1 -(1,2) = (-1,-2)

(3) Gréficamente tenemos:

Eje y

- _2)/ Eje z

Figura 3

Observacion 2.0.3.
(1) Sabemos del capitulo de grupos que (R?,+) es un grupo abeliano

(2) Ademads podemos ver directamente de la definicién que;

(YA X € R); (VB; B € R); (Vu;u € R?); (Vo0 € R?); (Vw; w € R?)

valen las siguientes propiedades de compatibilidad entre las operaciones,
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A(u+v)=Xu+A-v

A+08)-u=Au+p-u
ol -u=u

e Au=0=A=0Vu=0

De ahora en adelante la cuarteta (R?,+,-,R), serd llamada un R - Espacio Vectorial y sus
elementos se llamaran vectores y serd nuestro Prototipo.

3. Definicion y Ejemplos de espacios vectoriales

Un conjunto V serd un Espacio Vectorial si puede emular el
comportamiento de R>

Formalmente se expresa a través de la siguiente.

Definicion 3.0.4. Un conjunto, digamos V serd llamado un K - Espacio Vectorial si

(1) V#¢

(2) V admite una operacion interna, digamos “ + ”; definida por

+ : VxV — 'V

(u,v) = u+v

(40)
tal que ( 40) satisface las propiedades:
(Vusu € V); (Voyv € V); (Yw;w € V), tenemos
e u+(v+w)=(u+v)+w (asociatividad de +)
e FExiste Oy € V talque u + Oy = Oy + u = u (neutro de +)
e Para cada u, u+ (—u) = —u+u = Oy (inverso de +)
o u+v=uv+u (conmutatividad de +)
Ast, (V,+) es un grupo Abeliano o conmutativo.

(3) V admite una operacion externa, digamos “”; definida por

KxV +— V

(41) (Av) — A-w

Donde K es un cuerpo conmutativo y ( 41) satisface las propiedades:
(VA A € K); (V6; 8 € K); (Vusu € V); (Yo;v € V); (Vw;w € V), tenemos que

e \-(utv)=Au+A-v
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e A +0)u=Xu+p-u
e« (A-B)u=A-(8-)
o l-u=u

e N u=0y = A=0gVu=0y

Ejemplo 3.0.5. El conjunto de n-uplas, R"; n € N
(1) Descripcion del Conjunto

V:i=R"={(z1,22,...,2n) |zs e R;1 <i<n}AneN
(2) Igualdad en R™

Sea u = (ug,ug, ..., up) € R" yv = (v1,va,...,v,) € R"
u=v<=u=v; (Vi;1<i<n)
(3) Operacion Interna
+ : R™ x R" — NG

((‘rly'")In)7(y17"')yn)) — (xl—l_ylu-"vxn—i_yn)
Observen que:

e Ogn = (0,0,...,0) es el elemento neutro aditivo.

o Six=(x1,...,2y) entonces —x = (—x1,...,—Ty) es el inverso aditivo de z.

(4) Operacion Externa

R x R"™ — R™
(ry(z1,...,2pn)) +— (rzy,...,rzy)
Observen que:
T[(xlv"'axn)+(yla"'7yn)] = 7"(331+y17---7$n+yn)

(r(x1+y1), -, 7(@n + Yn))
(rxy +1ry1)y ..., 1Ty + ryn)
TX1y e Zn) + (TY1y - o, TYn)
= r(xy,...,xn) +7(W1s- -, Yn)
(rxy,...rey) =0pn <= ra; =01 <i<n)
= r=0Vx;=0(1<i<n)
— ’I”ZO\/(ZL‘l,...,ZL‘n):ORn
(5) Después que haya comprobado todas las otras propiedades concluird que (R™,+, - R) es
un genuino R - Espacio Vectorial.

Ejemplo 3.0.6. El conjunto de Matrices Mg(n x m); n € N; m € N,
(1) Descripcion del Conjunto

Mg(n x m)={(ay) |ai; € R;1 <i <n;1 < j <m}
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(2) Igualdad en Mg(n x m)

Sea (a;j) € Mr(n x m) y (bij) € Mg(n x m) entonces
(CLZ‘]‘) = (b”) < Q45 :b” (V’L,l §z§n),(Vj,1 S] §m)

(3) Operacion Interna

+ : Mg(nxm)xMg(nxm) —— Mg(nxm)
((ai;), (biz)) — (aij + bij)
Observen que:

® Opgp(nxm) = (0) es el elemento neutro aditivo.
o A= (a;;) = —A=(—ay) es el inverso aditivo de A.
(4) Operacién Externa

R x Mg(n xm) +—  Mg(n xm)
(r, (aij)) — 1 (aij) = (rag)
Observen que:

r-[(aij) + (big)] = 7 (aij + big)
= r-aij—l—r-bij)
= (r-ag)+(r-by)
= r-(aij) + 7 (bij)
7 (aij) = Opgg(nxm) <= (7 ai) = (0)
= r-a;=001<i<n)(1<j5<m)
— rzO\/(aij):(O)
(5) Ast, (Mg(n x m),+,-,R) es un R - Espacio Vectorial.

~—

Ejemplo 3.0.7. Los Polinomios de grado < n con coeficientes reales, R, [z]

(1) Descripcion del Conjunto

Ry[z] = {a(az) = Zaizz:i la, e R, (0<i< n)}
=0
(2) Igualdad en R, [z]
Sea a(z) € Ry[z] y b(z) € Ry,[x] entonces

a(z) =b(z) <= a;=b; (Vi;1<i<n)

(3) Operacion Interna
+  Rpz] xRy[z] — R, [z]

(a(z),b(x))  — Z(ai +bi)a’

Observen que:
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n

o Og,[2] = ZOxi es el elemento neutro aditivo.

1=0
n

e —a(x) = Z(—ai)wi es el inverso aditivo de a(x)
i=0
(4) Operacion Externa

Observen que:

r-la(z) +b(z)] = r- Z[a(x) + b(z)]z’

n n
r-a(z) =0,z <= Zr-aizz&ci
=0 i=0
= r-a;=0(1<i<n)
= r=0Va;=0(1<i<n)
= r=0Va(r) =0g,[q

(5) Ast, (Ry[z],+,-,R) es un R - Espacio Vectorial.

Ejemplo 3.0.8. Funciones Reales definidas en U, Fg(U,R)
(1) Descripcion del Conjunto

Sea U C R tal que U # 0 entonces
Fr(UR)={f:U+—R| f es una funcion}
(2) Igualdad en Fr(U,R)

Sea f € Fr(U,R) y g € Fr(U,R) entonces
f=9+ [f(x)=g(x) (Vu;zel)

(3) Operacion Interna

+ : Fr(U,R) x FR(U,R) +— Fgr(U,R)
(f.9) —  f+y
Donde,
(f+9)(x) = f(z) +g(x)(Va;z € U)

Observen que:

29
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e Op,wr) =0 es el elemento neutro aditivo siy sélo si
0(x) =0(Vz;2 € U)

. Esta funcion se conoce como la funcion nula.

e —f es el inverso aditivo de f € Fr(U,R) si y sdlo si
(=f)(z) = —f(z)

(4) Operacion Externa

RXFR(U,R) [ — FR(U,R)
(T, f) — - f
Donde,
(r-f)@) =r- flx)(Va;z € U)

Observen que:

re[f(@) +g@)] =7 f(z)+r- g(@)(Ve;z € U)
Ast que,
r-(f+g)=r-f+r-g
r-fz)=0=r=0V f(x)=0
Luego,
r-f=0pwr) <= 1r=0V[f=0ur)
(5) Ast, (Fr(U,R),+,-,R) es un R - Espacio Vectorial.

Ejemplo 3.0.9. Sea U C R tal que U # () entonces
(1) Funciones Reales Continuas en U , Cr(U,R)

Cr(U,R)={f :U+—— R | f es una funcion continua en U}
(2) Funciones Reales Derivables en U , Dr(U,R)

Dr(U,R)={f:U+— R| f es una funcion derivable en U}

Observacion 3.0.10. Sien 5.0.5, 3.0.6, 3.0.7, 3.0.8 y 8.0.9 ponemos C en lugar de R entonces
tenemos que:

o C

e Fc(U,C)
e Cc(U,QC)
e Dc(U,C)
Son C- espacios vectoriales.

Definicién 3.0.11.

Los elementos de un k-espacio vectorial se denominaran vectores y los elementos de k se
llamaran escalares.
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4. Subespacios

En orden a cumplir nuestros objetivos debemos comenzar por intentar responder la pregunta

., Cémo ubicar en forma eficiente los elementos de un k-espacio vectorial?

(1) Una dificultad inmediata es la siguiente:

Si V es un k-espacio vectorial y k tiene infinitos elementos entonces V tiene infinitos
elementos.

En efecto
Siv € Ventonces r-v € V (Vr;r € k), asi que hay tantos r-v en V' como elementos
r hay en k, asi que
|k| =00 = |V| =00 donde ||, significa cardinalidad
Ejemplo 4.0.12.

Sea V =R?y v = (1,3) € R? entonces para cada r € R tenemos que

r-v = r-(1,3)
= (r,3-r)

Luego, si notamos a la coleccién de puntos de esta forma como en ( 38) entonces ten-
emos que

(42) {(1,3)}) ={r(1,3) [r e R}

Representa la linea recta de ecuacién y = 3z, es decir geométricamente tenemos:

Figura 4

Para este punto podemos concluir lo siguiente:
e Claramente, ( 42) es un R-espacio vectorial

e En general, si V es un K-espacio vectorial entonces

(43) Mosv e V)= ({v}) ={r-v|rek}
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es un K-espacio vectorial

e Ya imaginas una recta de polinomios o de matrices !!
(2) Podemos generalizar ( 43), a una cantidad finita de elementos de V.

En efecto

Sea G = {v1,v2,...,v,} CV entonces

(G) = ({vr, 00,00 }) ={) _ri-vi | ri €K (1<i<n)}

i=1

Ejemplo 4.0.13. ( generadores candnicos o cldsicos de R? )
(a) Sea v = (x,y) € R?, entonces usando la operatoria de R?, tenemos:

Esto significa que v = (x,y) € ({(1,0),(0,1)}), asi que

R? C ({(1,0),(0,1)})
Y CoOmo

{{(1,0),(0,1)}) Cc R?
entonces

RQ - <{(17 0)7 (07 1)}>

La pregunta es:

5 Qué significa que R? = ({(1,0),(0,1)})

La respuesta es de acuerdo a la definicion de ({(1,0),(0,1)}), que:

Cada punto del plano se expresa como una suma de dos puntos de R?,
el uno del eje z y el otro del eje y.

(b) Sea a = {(1,1),(1,—1)} C R? entonces

{(1,0),(0,1)}) = {(1, 1), (1, =1)})
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En efecto
ve{(1,1),d,-1})

)

v ERZA B2 €R) :v=21(1,1) + 22(1, —1)
)

v=(v1,v2) A (v1,v2) = (21 + T2, 21 — X2)
)

v=(vy,v2) A iii_i; _ Z;

)

v=(v,v2) A x1= 01;1}2 A To = Ul;UQ
)

En cualquier caso, de (x) sigue que: R? = ({(1,1),(1,—1)}) y como también R? =
({(1,0),(0,1)}) entonces comparando (transitividad de la igualdad) concluimos que

{(1,0),(0,)}) = {(1, 1), (1, =1)})

(c) 4 Qué significa geometricamente el hecho que R? = ({(1,0),(0,1)}) y que tambien
RQ = <{(1a 1)7 (17 _1)}> 7

e Que R? = ({(1,0),(0,1)} “significa que” (¥(x,y); (xz,y) € R?) : (x,y) =
x(1,0) + y(0,1)

FEquivalentemente
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y(o’ 1) A * (CC, y) = ‘T(Ov 1) + y(oa 1)

(0,0) } z(1,0)
Figura 5

Lo anterior significa que, para ubicar al punto (x,y) debemos caminar x
unidades en el eje x en la direccion de (1,0) y trazar por alli una paralela L
al eje y, y debemos caminar y unidades en el eje y en la direccion de (0,1)
y trazar por alli una paralela T al eje x entonces LNT = (x,y)

Que R? = ({(1,1), (1, 1)} significa que

(o ) € ) e) = (T3 2 ) a0+ (P52 ) -

FEquivalentemente

L=1}

Figura 6

x
Lo anterior significa que, para ubicar al punto (x,y) debemos caminar ;— y)

unidades en el eje ({(1,1)}) en la direccion de (1,1) y trazar por alli una

paralela al eje ({(1,—1)}), y debemos caminar -

unidades en el eje

({(1,-1)}) en la direccion de (1,—1) y trazar por alli una paralela al eje
({(1,1)}) entonces en la interseccion de ambas rectas encontramos el punto

(2,y) 1
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Motivados por nuestra discusion anterior comenzaremos a internarnos en un k- espacio vec-
torial V', para ello comenzamos con la siguiente:

Definicién 4.0.14.
Sea W C V. W sera de ahora en adelante llamado un k-Subespacio vectorial de V' si
e W H#1(

e W es un k-espacio vectorial

Notacion:

W <V <= W es un k-subespacio vectorial de V'
Ejemplo 4.0.15. (algunos subespacios cldsicos)
(1) W = 0y, subespacio nulo de V
2 W=V
(1) y (2) selos conoce como subespacios triviales.
(3) Sea Kjt = {(x,0) | z € K"} entonces Kjtt < K"';(Vn;n € N).

Mas tarde, mostraremos rigurosamente que K’SH es una forma de identificar a K"
como un subconjunto de K1

(4) D(U,R) < Cr(U,R) < Fp(U,R)
ver (1 3.0.8) y ( 3.0.9)

La definicién de subespacio dada es con seguridad clara, pero lamentablemente, mostrar que
algo es 0 no un subespacio se transforma en una “lata ”y esa no es la idea. j cierto ?.

Pero, sea positivo, siempre hay una salida adecuada a la circunstancia, en matemadtica, estas
se llaman Caracterizaciones y se hacen a través de Teoremas.

Teorema 4.0.16. Sea V' un k-espacio vectorial y W C V' entonces

W #£0
(45) WVesqueWAveW = (ut+v)eW
rekAueW =—r-ueW

En efecto

Como existe una equivalencia, es decir aparece un <= entonces podemos y prob-
ablemente debamos, mostrar en las dos direcciones en forma independiente.
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Caso 1. (=)

Esto significa que:

W <V es un dato o hipdtesis

Y

W #0
ueWAveW = (utv)eW
rekANueW —r-ueW

es lo que hay que probar.
Como W es un k-subespacio vectorial entonces por definicion es un k-espacio vectorial y
luego debe al menos satisfacer las siguientes propiedades:

e W H#(
e Eriste una operacion interna “ + 7 en W ; tal que

ueWAveW = (u+v)eW

114

e Existe una operacion externa “- 7 en W tal que

rekANueW —=r-ueW
Caso 2. (=)

Esto significa que:

W #0
ueWAveW = (utv)eW
rekANueW =r-ueW

es un dato o hipdtesis de libre disponibilidad

Y

W <V es lo que hay que probar.
e W H#1

e Por hipdtesis existe una “+ 7 yun “- 7 en W y como V es un k-espacio vectorial

entonces a fortiori (W, +,-, k) es un k-espacio vectorial.
Ejemplo 4.0.17.
Sea W = {(x,y,2) €R® |2 +y — 2 = 0} entonces W < R3
En efecto

El algoritmo (procedimiento o rutina) a implementar para este caso tendré el siguiente for-
mato:
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Sean u € W, ve Wy X € R (datos de entrada arbitrarios)
(1) Por demostrar que (p.d.q.) (u+v) e W

(2) pdg. NcueW

Listo !!
(a) Anélisis de datos:

u €W = u=(up,ug,u3) ER3Aug +ug —uz =0 (%)
Analogamente

vEW <= v = (v1,v2,03) ERPAv; + vy —v3=0 (%)
(b) Demostremos que (u+v) € W

u+v = (u1,u2,u3)+ (v1,v2,v3) [ ver (x) y (xx)]
= (uy +v1,ug +vo,u3 +v3) ( Suma en R3)
Luego,
(46) u+veR3

De ( 46),concluimos que (u + v) es un buen candidato para pertenecer a W, pero
falta jchequear! si verifica la palabra de paso.

Entonces, manos a la obra

(up +v1) + (ug +v2) — (uzs +v3) = wup+v1+us+v2—us—vs
= (u1 4+ uz2 —u3) + (v1 + vy — v3)
= 0+0 (ver (x) y (%*))
=0

Luego, (u+v) € W, lo que muestra (1.)

Finalmente

Au = Aup,ug,us)
= (Aug, Aug, Aug)

Asf que, \u € R3.

Por otra parte,

AUl + Aug — A\ug = )\(U1 + ug — U3)
0

S >

Luego, Au € W, lo que muestra (2.)
Ejemplo 4.0.18. (Uno en Mg(n))

Sea W = {A € Mg(n) | A= A'} entonces W < Mg(n)
En efecto

Sea A € Mg(n), B€ Mgr(n) yA€eR
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(1) Andlisis de datos

(47) AecW < A= (a;j) € Mr(n) A (ai;) = (ajs)
(48) B €W <= B = (b;;) € Mg(n) A (b;j) = (bj;)
(2) pdq A+ BeW

De (147) y ( 48), sigue que
A+ B € Mg (77,)
Por otra parte;

(A—FB)t = (aij+bij)t

+ (bij) ver ( 47) y ( 48)

Lo que muestra (2.)
(3) Finalmente, como:

A = Maij)
= (Aag)
entonces ANA € Mg(n)
Por otra parte;

(A" = (Mayy)*
= (Aag)*
= (Agji)
= AMay)'
= A aij) ver ((47)
= MM

Ast que, NA e W
Ejemplo 4.0.19. (Uno en R,[z])

Sea W = {p(:z‘) = Zaixi € R[] | Zz’ai = 0} entonces W < R, [z]
i=0

i=0
En efecto

Sea p(x Zazaj q(x Zbaj yA€eR

(1) Analzszs de datos

(49) p(z) € W <= p(x Zazx /\Zza,—()

(50) q(z) e W = p(x be/\Zb_O
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(2) p.d.q. p(x) +q(x) e W

De (149) y ( 50), sigue que
p(e) +ala) = e + b € Byl
=0
Por otra parte;
n o ) = zn:(mi + ib;)

=0 =0
n

n
= ) dai+ Y ib;
=0

A:-io- 0 ver ( 49) y ( 50)

~

|
oo

Lo que muestra (2.)
(3) Finalmente, como:

Ap(x) = )\Zaixi
i=0

= Z()\ai)xi

=0
entonces A\p(x) € Ry, [z]

Por otra parte;

Z )\ial- = A Z iai
=0 =0

= X0 ver ( 49)
=0

Asi que, \p(x) € W
Observacién 4.0.20.

Desde un punto de vista estructural el teorema 4.0.16, es una herramienta poderosa para
decidir si un conjunto es o no, un subespacio en un espacio vectorial dado, no obstante el tiene
un problemita que lamentablemente para nosotros es crucial; “ no nos dice quienes son los miem-
bros del subespacio W.”

Para agregar este ingrediente a nuestro analisis, miremos con estos nuevos 0jos a nuestros ejem-

plos anteriores:

(1) Recreando el ejemplo 4.0.17

veEW <= v=(v1,v2,v3) ER3Av) +vy—v3=0
< v=(v1,v2,v3) ER3Av +vy =13

< v =(vi,v2,v1 +v2) A (v1,v2) € R

< v=(v1,0,v1)+ (0,v2,v2) A (v1,v2) € R?
< v=v1(1,0,1) + v2(0,1,1) A (v1,v2) € R?

Conclusion 4.0.21.
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(i) Aunque W es un conjunto infinito, basta conocer dos vectores para caracterizar
(determinar) a todos los elementos de W, es decir en lenguage técnico.

(51) W ={a1(1,0,1) + a2(0,1,1) | a1 € R Aag € R}
(ii) Mejor W es un plano y sus generadores, son los vectores
up = (1,0,1) A ug = (0,1,1)

donde, el término generador lo entenderemos como en ( 38).
Ast,

W =({(1,0,1),(0,1,1)})

(2) Analizando desde esta perspectiva el ejemplo 4.0.18, para n = 2

t
a a a a a a
AeW A= 11 12 A 11 12 _ 11 12
az1 a2 a1 Q22 a21 Q22

a a
A= 11 12
a12 a2

_ (a1 O 0 ar 0 0
= 4={y 0>+<a12 0 >+<Oa >
0
1

22
1 0 0 1 0
<:>A:a11<00>+a12(1 0)+Q22<0

donde, (ai1,a12,a2) € R3

—

)

Luego,

5 v={lo) (o) (0 7)))

(3) “Lo mostrado en los ejemplos anteriores constituye uno de los mas importante resulta-
dos béasicos ”. Por lo cual lo archivamos como un teorema.

Teorema 4.0.22.

Sea V un K espacio vectorial y {vi,v2,...,v,} C V entonces

W= ({vi,v,...,vn}) = {ZW'UHHGK(lSiSn)} <V
i=1
En efecto

Seanu e W, we W y A €K entonces

ueW <— u:Zai'vHaieK(lgiSn)
(53) o
weW <+— w:Zbi-vi\bieK(lgign)
i=1
Ahora;
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(1) pdg. (u+w)eWw

n n
u+w = Zai'vi+2bi'ﬂi
i—1 i=1
n
= Z(ai+bi)‘vi

=1

Luego, (u+w) e W

(2) pdg. NrueW

Au = /\-Zn:ai-vi

i=1

()\-az-) * Vg
1

n

(2
Luego, A-u e W
Asique W <V

Definicién 4.0.23.

Si V un K espacio vectorial entonces el conjunto

(1) W = ({v1,v9,...,0,}) = {Zn-vi\rieK(lgign)}.

i=1
Se llamara subespacio generado por a = {v1,v2,...,v,}
(2) u € V, se llama una combinacién lineal de oo = {vy,v9,...,v,} si existen n - escalares,
digamos {aj,as,...,a,} tal que
n
(54) U= E a; - U;
i=1
Es decir, los elementos de W se llaman combinaciones lineales de av = {v1,v2,...,v,}

4.1. Ejercicios resueltos de Subespacios en R".

(1) Si W = {(z,y,2,w) € R*| x — 2y + 32 + 5w = 0} entonces W < R*
En efecto

uweW <= u=(uy,uz, uz,ug) € R* Auy — 2ug + 3uz + 5uy =0
= u=(u,uz, uz,ug) € R*Auy = 2ug — 3uz — Huy
<= u=(2uy — 3uz — Huy, uz, uz, us) A (ug,u3, uy) € R3
= u=u21,0,0) +uz(—3,0,1,0) + us(—5,0,0,1)
> uc <{(2a 1a0a0)7 (_3707 170)7 (_570707 1)}>
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Luego,

W= <{(2’ L0, 0)7 (_37 0,1, 0)7 (_55 0,0, 1)}>
Asi, aplicando ( 4.0.22) tenemos que W < R*

(2) Si W = {(z,y,2,w) €ER* |22 —y=0Az+w =0} entonces W < R*

En efecto

ueW <= u=(up,ug, uz,ug) € R*A[2u; —us =0 Aug+uy = 0]
u = (ur,ug,u3,ug) € R* A 2uy = ug Aug = —uy

u = (u1,2u1, —ug, ug) A (ur,uq) € R?

u=1u1(1,2,0,0) + ug(0,0,—1,1)

u € ({(1,2,0,0),(0,0,—1,1)})

rree

Luego,
W =({(1,2,0,0),(0,0,—1,1)})
Asi, aplicando ( 4.0.22) tenemos que W < R*

(3) R™ = ({e1,e€2,...,en}), donde

4.2. Ejercicios Propuestos en R".

Demuestre que los siguientes subconjuntos de R™ son subespacios.
(1) W={(z.y) €eR? |z + 3y = 0}

(2) W = {(z,y) € R? | 10z — 5y = 0}

(3) W={(z,y,2) eR¥ |z +y+2=0}

(4) W ={(2,y,2) ER3 | bx +y — 2z =0}

(5) W ={(2,y,2,w) € R | 2+ y + 2z —w = 0}

2 _
(6) W = {(:a,y,z,w)eﬂw:sx:“#}

4.3. Ejercicios resueltos en Mg(n x m).



(1) SiW:{

d
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(Z b) eEMr(2) | a+b—c—2d= O} entonces W < Mg (2)

En efecto

ueW <— u=

Luego,

2) SiW:{

(¢ )

En efecto

Luego,

ueWwW

b

a
c d> eEMr(2)ANa+b—c—2d=0

a b

(
=
=
=

>€MR( JAc=a+b—2d

0t b—2d d) (a,b,d) € R®

o)+ (b o)+ (2 )
wma(E D) an(® B wa( S 0)

0\ (0 b\, (0 0

0 +<b 0>+<0 d)
10 0 1 00

u-a<0 0)+b<1 O>+d<0 1)

SIGHEE

43
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4.4. Ejercicios Propuestos en Mg(n x m).

Determine si los siguientes subconjuntos de Mg (n x m) son subespacios vectoriales.

(1) W ={A € Mg(2) | A= —A'}, donde A’ significa la matriz traspuesta de la matriz A

(2) W ={A= (ai;) € Mr(n) | ) aii = 0}.
i=1

La Z a;; se llama la traza de la matriz A y se nota tr(A)
i=1
(3) W = {4 € Mg(n) | det(A) £ 0}

(4) W:{A:(aij)EMR(n)|aij:{1 : Sij:n+1—i}

0 :en otro caso

(5) W= {A = (ai;) € Mg(n) | a;j = {aij D Sij<i }

0 : en otro caso

0 : en otro caso

6) W= {A = (a;;) € Mg(n) | aij = {aij cSij =i }

4.5. Ejercicios Resueltos en R, [z].

(1) Si W = {p(z) = ap + a1z + asz? | ap — a1 + 2as = 0} entonces W < Ry[z]

En efecto
ueW <= u=ag+ax+ax’ANay—a+2as =0
= u=ag+ar+ ax® Aar = ag + 2az
< u=ap+ (ap + 2a2)z + asx® A (ap, az) € R?
<~ u=ap(l+z)+ a2z + 2?)
Luego,

W = ({1 +z,2z +2°})

(2) Si W = {p(x) = ap + a1z + a22? | p(1) = 0} entonces W < Ry|x]

En efecto

ue W =ap + a1z + azx® Ap(1) =0
:ao+a1x+a2x2/\ao+a1+a2:0
a0+a1;1:—|—a2x2/\a2:—a0—a1

=ap + a1x + (—ap — a1)x? A (ag,a1) € R?

= ao(1 — 2?) + a1 (x — 2?)

1rees
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Luego,

W= {1-2%2z—2%})

(3) Siw = {p(:p) = Z a;x | Z a; = 0} entonces W < R[]

i=0 i=0
En efecto
n n
ueW <— u:Zaixi/\Zaizo
i=0 i=0
n n—1
<~ u:ZaifL‘i/\an = —Zai
i=0 =0
n—1 n—1
“— u= Zaixi — (Zal) z"
i=0 i=0
n—1
= u= Zai(xi —z")
i=0
Luego,

W={1-a"z—2a".. . "1 —2"})

4.6. Ejercicios Propuestos en R, [z].

Demuestre que los siguientes subconjuntos de R, [z] son subespacios.
(1) W = {p(x) = ao + a1z + aza? | p(~3) = 0}

(2) W = {p(x) = ap + a1z + asx? + azz® | p(v2) = 0}

(3) W = {pm =S aw | S ja; = 0:j € [R—{O}]}

1=0 1=0

4) W= {p(m) = Zaixi | Ziai = 0}
1=0

1=0

4.7. Ejercicios Resueltos Miscelaneos.

(1) Sea V un K espacio vectorial. Demuestre que si W < V entonces 0y € W

En efecto

45
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Como W <V entonces para cada w € WA X € K arbitrario tenemos que A-w € W,
luego en particular para A = 0 se verifica que 0 - w =0y € W

Observen que en R? por ejemplo, las rectas para ser un subespacio deben pasar por
el origen (0,0). Es decir

W = {(z,y) € R? | y = mz,m € R} < R?

En general, en R"™ son subespacios los conjuntos de la forma

n
W ={(z1,22,...2,) € R" | Zaixi =0}
i=1
(2) Sea V un K espacio vectorial. Demuestre que

SiW, <V AWy <V entonces Wi NWy <V

En efecto

Aqui no queda otra opcién que usar la definicién (; por qué 7), asi que manos a la
obra.

Sean u € WiNWsy, v e WiNWsyy A€ K entonces
(a) pdq. u+ve W NWs
seucWiNWo<—=ueW Auec W,
seveWiNWy<—veW AveW,
e MW <V=ut+veW
e Moy <V =ut+veW
Luego, (u+v) € Wi NW,
(b) p.d.gq. A-ue Wy NWy
e W1 <V = XNuelW
e Wy <V —=XA-uec Wy
Luego, A -u € Wy N Wy

(3) Sea V un K espacio vectorial. Demuestre que

Si W, <V AWy <V entonces Wp U Wy

no es necesariamente un subespacio de V.

En efecto
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Basta con dar un contraejemplo, es decir un ejemplo que muestre que alguna de las
condiciones para ser subespacio no se cumple.
Considera los siguientes subespacios del plano Cartesiano

o W = Ejex ={(x,0);] z € R}
o Wo= Ejey ={(0,9);|y € R}
o Wi UWy = {(z,y);|z=0Vy=0}

Es claro, que W; < R? y Wy < R?, sin embargo,

(170) + (07 1) = (1’ 1) ¢ Wi U Ws

(4) Sea V un K espacio vectorial y consideremos los subconjuntos de V'
k

a = {v1,v9,v3,...,0n} y B ={wi,we,...,wy}. Siw, = Zivi y (1 <k < n) entonces
i=1
demuestre que

(55) ({v1,v9,...,05}) = {wr,wa,...,wy})

En efecto

(i) Entendiendo los elementos o datos del problema.

u € ({v1,v2,...,0,}) siy soélo si existen ai,as,...,a, en K

tal que

n

u = E a;V;

i=1
(ii) Simplificando el problema.
El punto anterior puede ser traducido a la siguiente forma operacional.
“Para conocer un elemento de ({vi,vs,...,v,}) o de ({wi,w,...,wy}),

basta conocer los generadores ”

(iii) Resolviendo el problema

k
wy = Zivi =1-v1+2-v9+3-v3+---+ k- v entonces tomando en el

i=1
punto (i) a1 = 1 ;a9 = 2 ;...;a = k sigue que wy € ({vy,ve,...,v,}), para
k=1,2,3,...,n,y entonces del punto (ii) sigue que
(56) ({wi,wa,...,w,}) C {v1,v2,...,00})

Por otra parte,
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k+1 k
Wit — W = Zivz‘—zivi
i=1 i=1
= (b +1Dvi
Asi que,
Vk+1 = (k—il)(wk+1—wk;) k:1,2,3,...,n—1
U1 = w1
Es decir,
v = 1wy + 0wy 4+ 0-wg3 4+ ... + 0 -w,
vgz—%-w1+%w2+0~w3+ + 0wy
vg = 0wy - fowy + Fowz + + 0-wy
Vp = O-wg + 0-wy + 0-ws + —i—%wn
Luego,
(57) ({v1,v2,...,0,}) C ({wr,wa, ..., wy})

Asi que juntando ( 56) y ( 57) tenemos que

({v1,v9,...,05}) = {wr,wa,...,wy})

4.8. Ejercicios Propuestos Miscelaneos.

(1) Demuestre que W = {(z,y,2) ER3 |z +y+2z=1} £ R

(Ayuda: Use ( 4.7))

(2) Sea W = ({(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} c R?

(i) Demuestre que (2,2,2) € W. Es decir, resuelva la ecuacién vectorial

(2,2,2) = a1(1,0,0) + ax(1,1,0) + as(1,1,1)

(i) Demuestre que (x,v,z) € W, para cada (z,y, z) € R3



(58)

(59)
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(iii) Concluya que R?® = ({(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)})

(3) Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,v2}. Demuestre que

({v1,v2}) = ({vi,v1 +v2})

(4) Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,v2}. Demuestre que

({v1,v2}) = ({v1 — v2,v1 + v2})

(5) Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,...,v,} C V. Sea 8 = {wy,...,w,} CV tal
k
quewk:Zviy(lgk‘gn).
i=1
Demuestre que

({v1,v2,...,0,}) = {wr,wa, ..., wy})

(6) Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,...,v,} C V. Sea 8 = {wy,...,w,} CV tal
k
quewk:Zjviy(lngn).
i=1
Demuestre que

({v1,v2,...,0,}) = {wr,wa, ..., wy})

(7) Demuestre que
o Wi ={(z,y,2) ER} |z —y—2=0} <R3
o Wo={(z,y,2) ER} s —y=0Ay—2=0} <R3
o Wi+ Wy ={w +wy|w; €Wy Awg € Wa} <R3
o R3 =T, + W,
o Wi NWy = {0gs}

En general, si V' es un K espacio vectorial, W7, <V y Wy < V entonces V se dice
“Suma directa de los subespacios Wi y Wy 7si

o V=W, +W,
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e WiNWy = {Ov}
En tal caso, notamos V = W; @ Wy

(8) Demuestre que

R* = {ejex} ® {ejey}
(9) Demuestre que

Mg (n) = { matrices simétricas } @ { matrices antisimétricas }

(10) Demuestre que

Rn[z] = Rolz] @ ({z,2?,...,2"})
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5. Base y Dimensién
Motivacién 5.0.1.

Sabemos que si V' es un K espacio vectorial y W un subespacio de V' entonces W es en
particular un subconjunto de V. Es decir.

W<V=WcV
Ahora, si W = ({v1,v2,...,v,}) entonces

(60) W = ({vi,v2,...,00}) <V =W = {{v,vg,...,0,}) CV

La condicién ( 60) nos permite hacer la siguiente definicién.

Definicién 5.0.2.

Sea V un K espacio vectorial. Diremos que el subconjunto de V', a = {vy,v2,...,v,} es un
“Sistema de generadores para V ”si
(61) V = {v,v2,...,00})
Equivalentemente:

« es un sistema de generadores si para cada v € V existen n- escalares, digamos a1, as, ..., an
tales que

V= a1v1 + agvy + - -+ 4+ apvy,
O en lenguaje mas pragmatico:

« es un sistema de generadores si para cada v € V' la ecuacién vectorial

(62) UV = a1vy] + agvy + -+ + apy

tiene solucién.
Ejemplo 5.0.3. Cldsicos

(1) ¢(n) ={e1,e2,...,e,}, donde

er = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)
en = (0,0,0,...,1)

Es un sistema de generadores para R", ya que

(63) (1,22, .., Tn) = T1€1 + T2€2 + -+ + Tpey,

Por la forma de ( 63), se acostumbra a llamar a “c(n) con el nombre de generadores
candénicos. ”

(2) En particular; R? = ({(1,0),(0,1)})
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(3) R* = ({(1,1),(1,-1)}), pues

P01+ (2

(z,y) = ( )(1,-1)

(4) m(nxs)={E;; | (1<i<n)A(1<j<s)}, donde

5. 1: en la posicién ij
" 0: en otra parte

Es un sistema de generadores de Mg (n x s)

Asi por ejemplo, paran = s =2

b
(a ) = akqy + D) + cka + dE3;

c d
10 0 1 00 00
= aloo) * oo o) * (o) + o)

Luego,
1 0 0 1 0 0 0 0
a0 =({(00)(0)-(0) 6 D)
(5) p(n) = {1,z,22,..., 2"} son los generadores canénicos de R,[z],
pues,
g(x)=ap-14+a;-z+ -+ apz"
Es decir,

R, [z] = ({1, za?, ., x"})

Ejemplo 5.0.4. Un poco mds tedricos.

(1) Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,v2}. Demuestre que

V = {o,1}) =V = {1, 01 + v2})

En efecto

(a) Identificamos lo que hay que realizar. En este caso tenemos que demostrar que (
en simbolos p.d.q.) V' = ({v1,v1 + v2}), es decir debemos mostrar que la ecuacién
vectorial

(64) v =a1v1 + a2(1)1 + Uz)

Tiene solucién para cada v € V.
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(b) Analizamos los datos.
Como V = ({v1,v2}) y v € V entonces tiene solucién la ecuacién vectorial
(65) v = biv1 + bovy
Es decir, existen by € Ky by € K tal que ( 65) es una identidad.
(¢) Supongamos por un instante que la ( 64), tiene solucién entonces tenemos
v o= a1 + az(vy + v2)
= a1v1 + agv1 + a2

= (a1 + az)v1 + azve

Luego, basta que tomemos:

ap + ay = b

ay = by — a1 =b;—by A ay=0b

(d) ASI V = <{vl,v1 + 7)2}>

Solucion Alternativa
p.d.q.

(o1, v2}) = ({v1, 01 +02})

Observemos que
(i) vi =1-v1 +0- (v1 +v2), luego vy € ({v1,v1 +v2})
(ii) v = (=1) - v1 + 1 (v1 + v2), luego ve € ({v1,v1 + v2})

(iii) Asf que,

(66) ({v1,v2}) C ({v1,v1 +v2})

Anidlogamente,
(i) v1 =1-v1 +0- v, luego v1 € ({v1,v2})
(ii) v1 +va =1-v1 + 1 vy, luego vy + ve € ({v1,v2})
(iii) Asf que,
(67) ({v1,v1 +v2}) C ({v1,v2})
Luego, de ( 66) y ( 67), sigue que

(v, v1 +v2}) = ({vr,02})
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(2) Sea V un K espacio vectorial, y o« = {v1,v2}. Demuestre que
V= <{’Ul, 'U2}> =V = <{211 — V2,V1 + U2}>
Es un buen ejercicio.

(3) Sea V un K espacio vectorial y o = {w1,v2,v3,...,v,} C V. Sea

k

B =Awi,...,w,} CV tal que wk:Zvi; y (1<k<n)
i=1
entonces demuestre que

(68) V= ({v,ve,...,0.}) = V = {wi,we,...,w,})

En efecto

(a) wg = Zvi; (1<k<n)= w € ({vi,v2,...,0,})
i=1

(b) Luego,

<{w1’w2’ R vwn}> C <{U1a V2, ... a'Un}>
Ahora,

(a) vk = w — wg—1, para k =2,3...,ny v = w;.
(b) Asi que

({vi,v9,...,0n}) C ({wr,wa,...,wy})
Finalmente,

({v1,v2,...,0,}) = {wr,wa, ..., wy})

(4) Sea V un K espacio vectorial y o = {w1,v2,v3,...,0,} C V. Sea
k
B ={wi,wa,...,w,} CV tal que wy = Zivi y(1<k<n)
i=1
entonces demuestre que
(69) V ={v,ve,...,00}) =V = {w,wa,...,wy})

Es un buen ejercicio.

Observacién 5.0.5.

Sea o = {v1,v2,...,v,} un sistema de generadores para el K - espacio vectorial V' entonces
tenemos lo siguiente: Para cada v € V' existen escalares aj,a9,...,a, en K tales que
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V= a1v1 + agv2 + -+ - + apUp

Equivalentemente, la ecuacién
(70) V= T1V] + ToV2 + - - - + TpUp
tiene siempre solucién en K™

Mejor atin, tenemos autométicamente una relacién entre el espacio V' y el conjunto Mg (nx1),
definida por:

o : V — Mg(nx1)

v [ [’U]a
Donde,
ai
a9 n
V] = | == Zakvk
. k=1
Qn

El tinico problema es que un elemento de V', puede tener dos o mas matrices relacionadas con
el, como por ejemplo, si a = {(1,0), (0, 1), (2,3)} entonces no cabe duda que R? = ({(1,0), (0,1), (2, 3)}),
no obstante tenemos la siguiente anomalia:

(71) [(2,3)]a= |3

(72) [(2,3)]a = | O

Del analisis de ( 71) y ( 72) sigue que
(0,0)=2-(1,0)+3-(0,1) + (—1) - (2.3)
Pero, canénicamente el origen se expresa como
(0,0)=0-(1,0)+0-(0,1) +0-(2,3)

Asi que la conclusion es la siguiente:
Teorema 5.0.6.

Sea V' un K espacio vectorial y a = {v1,...,v,} un sistema de generadores de V' entonces para

n
cada vector v € V' existen unicos escalares ai,ao,...ay, tales que v = g a;v; sty solo si el

i=1
vector nulo Oy se escribe de forma unica.
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En efecto

n n
Siv= g aiv; y U= E b;v;, son dos representaciones distintas de v entonces claramente

i=1 i=1
n

tenemos que Oy = g (a; — b;)v;. Es decir, Oy tiene dos representaciones distintas.
i=1
La reciproca es inmediata, pues Oy es un vector del espacio.

Definicién 5.0.7.

Sea V un K espacio vectorial y a = {vy,...,v,} un subconjunto de V. Diremos que « es
un conjunto Linealmente Independiente (en simbolos Li) si el vector nulo Oy tiene repre-
sentacién tnica como combinacién lineal de los elementos de a. Caso contrario decimos que «
es un conjunto Linealmente Dependiente (en simbolos Ld).

Es decir, o es Li si

n
(73) Zaivi:():>a1:a2:...:an:
i=1

Ejemplo 5.0.8. Cldsicos

(1) ¢(n) ={e1,e2,...,en}, es un conjunto Linealmente independiente en R™, donde
er = {1,0,0,...,0}
es = {0,1,0,...,0}

en = {0,0,0,...,1}

Supongamos que tenemos la combinacion lineal nula en R™

(74) arel + agez + -+ + apen, = Opn

( 74) es siempre el comienzo para verificar si un conjunto es Li. o Ld..

Ast,

aje; +ageg + -+ + apey, = Opn <= (a1,a2,...,a,) =
— a;=0 (1<i<n)

luego, c(n) es un conjunto Li. en R™

(2) Seam(s xt)={E;; e Mg(sxt)|(1<i<s);(1<j<t)}, donde

B — 1 en la posicion ij
Y10 en otro caso
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Ast, por ejemplo
1 0 0 1 0 0 00
mex2={(5 o) o) (1 0)- (0 1))
Luego, m(s x t) es un conjunto Li. en Mi(s x t);(Vs,s € N)(Vt,t € N)

En efecto (juguemos a los simbolos.)

Partimos como siempre:

ail ... ai 0 ... 0

s Ut asi ... Qo 0 ... 0
Z Z aijBij = O (sxt)y = : : A I EETR R
== : : : Do
as1 Qst 0 0

— ;=0 (1<i<s),(1<j<t)

Luego, m(s x t) es Li. en Mk(s x t), en lo que sigue, m(s) = m(s X s)
(3) Sea p(n) = {1,x,22,...,2"}, (n € N) entonces p(n) es Li. en K,[z].

En efecto

n
. i
Como siempre, supongamos que E a;x’ = O, [, entonces
i=0

n n n
Z aixt = Ok,z] = Z aiz’ = Z 0z
i=0 i=0 i=0
— a; =0 (0 <1< n)
Observacién 5.0.9. Sea V' un K espacio vectorial y a = {vy,...,vn} un subconjunto de V

entonces

(1) La relacion

v — [V]a
Donde,
ai
a9 n
Pa=].|<=v= Zakvk
: k=1
Qn

es una funcion si y sélo si a es un sistema de generadores y es un conjunto lineal-
mente independiente en V.
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(2) Mds ain []a es una biyeccion entre los K - espacios vectoriales V y Mg (n x 1)
En efecto
a funcion inversa de [, es la siguiente:

H_l : MK(nxl) — Vv

«

ay
a2

an

Donde,

n
v = E AVl
k=1

(3) Asi que tenemos el siguiente diagrama.

1% Espacio Tedrico

[a [a-1

M (n x 1) FEspacio Practico

(4) Asi que un conjunto o con esas caracteristicas permite determinar en forma tunica cada
elemento del espacio vectorial, es decir este conjunto es un generador exacto del espacio

V.

Definicién 5.0.10. Sea Sea V' un K espacio vectorial y a = {v1,...,v,} un subconjunto de V
entonces a se llamard una base del espacio vectorial V' si

(1) « es un sistema de generadores de V.

(2) a es un conjunto Linealmente independiente en V

Equivalentemente

«a es una base de V si para cada v € V existen tnicos escalares aq,as,...,a, en K
tal que

Vo= a1+ agv2 + -+ apty
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Ejemplo 5.0.11. Cldsicos

(1) En K"

(75) c(n) ={ez,e2,...,en}

La llamaremos la base canonica de K™, pues

(1,22,...,2p) = x1e1 + 262+ -+ Tpey

T
(1222l = |
(2) En Mg(n x s)
(76) m(n xs)={E;|(1<i<n);(1<j<s)}

La llamaremos la base candnica de (M) (n X s), pues por ejemplo paran = s = 2

xT T
( 11 12) = x11F11 +219FE12 + 291 F21 + 2999

T21 X22
1 0 01 0 0 0 0
= I <0 0> + x12 (0 0) + x21 <1 0) + o2 (0 1>

(3) En K[z]

(77) p(oo) = {1,z,2%,...}

La llamaremos la base candnica de los polinomios con coeficientes en el cuerpo K, pues
genéricamente un polinomio se escribe como

px)=ag-14+a-z+ay -2°+ - +ax’; (teN)

En particular,

(78) p(n) ={1,z,22,...,2"}; (n€N)

La llamaremos la base candnica de Ky [z], el espacio vectorial de polinomios hasta
de grado n.

Ejemplo 5.0.12. Otros ejemplos

(1) En K", sea o = {v1,v9,...,v,} una base entonces
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e cao ={c-vi,c-va,...,c vy}, es una nueva base de K", para cada ¢ € K — {0}
n
o ot = {v,v1 +vo,.. .,Zvi}, es una nueva base de K"
i=1
J
e En general B = {wi,wa,...,wy}, donde w; = Zaﬂ)i, para (ay,as,

.ap) € K”
i=1
fijo, es una base de K"

(2) Sea V. ={f:[-m 7] — R]| tal que f continua }. Si definimos el subespacio de V

W = ({1,sinz, cos x, sin 2z, cos 2z, . . . , sin nx, cosnx })
entonces o« = {1,sinz, cos z, sin 2z, cos 2z, . .. ,sinnx,cosnx}, es una base de W,
para cada n € N

Observacién 5.0.13.

Sea o = {v1,v9,...,v,} una base de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K y sea w; € V

e Siay ={v1,v9,...,U,,w;} entonces a; es Ld. en V.

En efecto

— Aplicamos la definicién de independencia (dependencia) Lineal.

i=1

n
Supongamos que Zaivi + apt1w1 = Oy entonces P.D.Q. existe al menos un a;
en nuestra lista de escalares que es no nulo (a; # 0).

— Com « es una base entonces le aplicamos su definicién para obtener una repre-
sentacion uinica para el vector wi, es decir

n
w1 = E ijj
j=1
e Dos casos inmediatos

— Caso 1.

wy = 0y = aq es Ld. !
— Caso 2.

n
w; # 0= ijvj + (=Dw; =0y
=1

Es decir de ( 79) sigue que tenemos una combinacién lineal nula con al menos un escalar
no nulo, luego a; Ld.

e Sias;={v,va,...,0n,w1,...,ws} entonces a; es Ld. en V.
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En efecto

— Caso 1.

w; = 0, para algin i = a; es Ld
— Caso 2.

w; # 0, para algin i = «; es Ld

Aplicando el argumento descrito para «y

En cualquier caso, hemos probado uno de los resultados més importantes del algebra Lineal:

Teorema 5.0.14.

Sea a = {v1,v9,...,v,} una base de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K
entonces cualquier subconjunto de V que posea mas de n-elementos es linealmente
dependiente

Corolario 5.0.15.

Sean a = {v1,v,...,v,} y = {wi,ws,...,wy,} dos bases de un espacio vectorial V sobre
un cuerpo K entonces n=m.

En efecto

Como « es base y 3 es linealmente independiente entonces por el teorema 5.0.14 tenemos
que m < n.
Reciprocamente como 3 es base y « es Linealmente independiente entonces nuevamente por 5.0.14,

tenemos que n < m. asi que n = m.

De lo anterior podemos concluir con la siguiente definicion.

Definicion 5.0.16. Sea V un K espacio vectorial. Llamaremos dimension de V' al nimero de
vectores de una base de V.

Notaremos:

dimg (V') := dimension de V' sobre K

Ejemplo 5.0.17. Cldsicos o Candnicos
(1) dimg(R™) = n; pues card(c(n)) =n
(2) dimc(C™) = n; pues card(c(n)) =n
(3) dimg(C) =2;
(4) dimg (K,[z]) = n + 1; pues card(p(n)) =n+1

(5) dimg (K[z]) = oo; pues card(p(co)) = oo
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(6) dimg(Mg(n x s)) =n-s; pues card(m(n X s)) =n- s

Ma3s adelante obtendremos muchos otros ejemplos, pero por ahora nos dedicaremos a cosechar
lo que hemos sembrado. En la siguiente seccién, la cual sin lugar a dudas es la base de la impor-
tancia radical que tiene el Algebra Lineal en el desarrollo de la actual tecnologia, estudiaremos
la aparicién de los lenguajes que caracterizan a la investigacion tedrica o modelamiento y a la
investigacién préactica o matricial.

Lecturas sugeridas como complementarias al estudio hasta ahora realizado.
(1) HorrmaN K. v KunzE R.
Algebra Lineal
Prentice Hall
(2) LANG S.
Introduction to Linear Algebra
Addison - Wesley
(3) Liva E.
Algebra Linear
Matematica Universitaria
(4) RoJo J.
Ejercicios y problemas de Algebra Lineal
McGraw-Hill
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6. Espacio Coordenado

Motivacion 6.0.18. Para fijar ideas partamos considerando nuestro prototipo de buen espacio
vectorial, osea R?. Hasta el momento sabemos que :

(1) Emiste una biyeccion natural entre R? y Mg (2 x 1), definida por

(z,y) € R?

[ ]0(2)

(i)eMR@m)

Figura 7

Luego,las coordenadas en el sentido usual, de un punto (z,y) en el plano, respecto
de la base canonica son ” x ey ”, en ese orden.

(2) Sia={(1,1),(1,-1)}, es otra base del plano entonces las coordenadas de (z,y) re-
»T+Y r—-v.,
Y7

specto de o son . Es decir tenemos,

(z,y) € R?

[a

r+y
2

xZy € MR(2 X 1)

2
Figura 8

(3) Las situaciones anteriores nos sugieren dos cuestiones centrales, que podemos resumir
en el siguiente diagrama:

R? = R?
[ ]0(2) [ Ll)
Mg(2 x1)__"_ Mg(2x 1)
Figura 9

Vamos a intentar responder a este problema.
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(1) Fijense bien

oty
[(‘7773/)]04 = x2y>

oy
5735

- 1.,
2 2
11
2 2 x
11 y
2 2

= (L0 [(0,D]a ) (= y)]e2)

Luego, podemos notar con toda propiedad:

N — N —
N | — N =

Y obtenemos lo siguiente:

e En primer lugar, respondemos el problema inicial, pues:

[I]?@) [((E, y)]c(Q) = [(xa y)]a

o En sequndo lugar, si copiamos la idea en el otro sentido:

N = ([0 Dley [(L—Dee) )

(1)

T .
entonces en particular

@) Como (el =
o (L1 = (1)

o (LDl = (i)

Luego, podemos definir una matriz que guarde esa informacion como sigue:

(80) e = [ L4 }

(3) Andlogamente como



6. ESPACIO COORDENADO 65

rT+y
2
[(2,9)]a =
L=y
2
entonces en particular
1
2
* [(1,0)]a =
1
2
1
2
* [(0,1)]a =
1
2

Luego, podemos definir una matriz que guarde esa informacion como sigue:

(81) 5o =

N N =
o

(4) Finalmente, veamos que se puede hacer con esas matrices

rTy
[} =
1 -1 r—y Y
Luego,
(82) 152 (@ 9)]a = [, 9)]eg)
Lol vty
2 2 z 2
[ ] =
1 y Ty
2 2
Ast que,
(83) o) [(@,9)]e2) = [(@,9)]a
1 1
1 1 2 9 1 0
[} =
1 -1 11 0 1
2 2
entonces
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E's decir,

—1
(85) 153 = ([ﬂ?@))
Definicién 6.0.19.

Sea V un K - espacio vectorial y @ = {v1, va, ..., v,} una base de V entonces [v], € Mg(nx1)
se llamard las a - coordenadas de v y Mg(n x 1) el a - espacio coordenado de V.

Esto permite construir una tripleta,((V, ), [ ]a,Mk(n X 1)), que contiene a la teorfa y a la
practica, conectadas por un sistema de informacién o base a.
Es decir, tenemos la funcién

(V, )

[a

MK(’I’L X 1)

Figura 10

Donde se verifica la ecuacién fundamental:

ai
n
ag
(86) v= Zaivi = [v]a =
i=1
an

Observacién 6.0.20. “Contruccion de la Matriz Cambio de Coordenadas ”

Supongamos que tenemos dos tripletas del tipo :

(87) (V, @), [Ja, Mg (n x 1))
(88) ((V.8),[lg, Mk (n x 1))
donde 8 = {wy,we, ..., w,} entonces

Para cada vector v € V' tenemos dos ecuaciones fundamentales

a

n as
(89) v= Zaivi < [v]a =
i=1

an
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b1

n b2

(90) v = Z biwi <~ [’U]g = .
i=1 .

bn

¢ Existe alguna relacion entre ( 89) y ( 90)?
Para responder esa interrogante podemos hacer lo siguiente :

(i) Aplicando la formula ( 90), a cada uno de los elementos de la base o obtenemos

ai

a21
V1] = a11wy + an w2 + ... apnw, = [7)1]/3 =

an1

a12

a2
Vo = Q12W1 + A22W3 + ... QpowW, < [’1)2]5 =

an2

Q1n

A2n
Up = Q1pW1 + A2pW2 + ... AppWy, = [Uplg =

Gnn

(ii) La informacion de los elementos de la base a respecto de la base 3 puede ser or-
ganizada en una matriz de la forma :

(91) 115 = ([vilslvals - - - [vnlg)
O bien

aix a2 ... Qin

(92) mg: a1 azz2 ... a2p

anl1 AaAnp2 ... Qpn
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(iii) Finalmente

ail a2 ... Qln
az1 a2 ... Q2n
12 [i)a =

anl Ap2 ... Qpp

aii

. a21

Gnl

= [vilg

Ast que,

(93) NS [oa = ils (1 <i<n)

En general tenemos el siguiente
Teorema 6.0.21.

Si v es una base de V entonce
(i) [u+v]y =[uly+ vy, VusueV); (VoveV)
(i) [c-uly =c-[u]ly (Vu;u e V); (Ve e € K)

En efecto

b1 ar

b1 +a1

by, + an

= [u+vly
Anélogamente,

C-bl

Corolario 6.0.22.
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Para cadau eV

(94) 15 [u]a = [uls
En efecto
by
n by
u= Z b;v; equivalentemente v,=1 .
i=1 -
bn
luego,
15 (e = (112 [Z bwz‘]
i=1 a
= ) b1 [vila ver ( 6.0.21)

= > bifvilg ver (93)

Corolario 6.0.23.

En efecto

sabemos de ( 6.0.22), que

entonces
M2 e = s (VuueV)
En particular; -
1515 wile = W3luls (Vi1<i<n)
Anélogamente, -
N2 05 wids = (15 wila (Vi1 <i<n)



70 2. ESPACIOS VECTORIALES

Asi que

Conclusién 6.0.24.

1p2
\% A\
Ha Hﬁ)
MR(H X 1) MR(H X 1)
e
Figura 11
Fquivalentemente
12 ella = (s
5] olls = [la

Definicién 6.0.25.
[1 ]g, serd llamada la matriz cambio de la base « a la base 3.
Ejemplo 6.0.26.

Sea V un K espacio vectorial y sea a = {v1, v2,...,v,}, unabasede V. Sea f = {wq, wa, ..., wy,}

(2
tal que w; = Zjvj, para (1 <i < n) entonces
j=1

(1) B es una base de V

En efecto

A
w; = Zjv]-, para (1 < i < n) entonces wi+1 = (i + 1)vj41 + w;, asi que vy =
=1
Wit — W .
M, para i > 2 y v; = wy, luego
141

1 1
(95) Vi41 = _i—l— 1wi + T 1wi+1 S <{w1,w2,...,wn})
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luego,

V = {v,v2,...,00}) = {wi,wa, ..., wy})

entonces (3 es una base de V.

(2) w; = vy 4 2v9 + 3vs + - - - + v; entonces

1 11 1
0 2 2
mg: 0 0 3 3
0 00 ... n
(3) Como, v; = —%wi_l + %wi entonces
1
1 —= .
5 0 0
1 1
0 3 73 0
=1, o 1 .
3
1
0 0 0 —
n

6.1. Ejercicios Resueltos.
(1) Sean Sy y So = {(1,0,1),(~1,1,0),(0,0,1)} dos bases ordenadas de R y sea

1 -1 1
nE=(0 -2 1
11 1

la matriz de cambio de la base S7 a la base S

(a) Determine la base S;
Solucién

Sea Sy = {u1,u2,uz}. Sila matriz de cambio de base es [I]gf entonces se tiene:

wp, = 1(1,0,1) +0(=1,1,0) + 1(1,1,1) = (2,1,2)
uy = —1(1,0,1) —2(=1,1,0) + 1(1,1,1) = (4,—1,0)
us = 1(1,0,1) +1(=1,1,0) + 1(1,1,1) = (1,2,2)

De donde : S1 ={(2,1,2),(4,—-1,0),(1,2,2)}

(b) Para o = (1,2,3), determine [o]g,

Solucion
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a
[a]s, = | b = (1,2,3) =a(2,1,2) +b(4,-1,0) + ¢(1,2,2)
c
1=2a+4b+c
— 2:(I—b+2c
3=2a+ 2c
= a:%,b:—%,c:O
3/2
— als, = | -172
0

(2) Sea B = {(1,0,—1),(-1,1,0),(1,1,1)} una base ordenada de R3 y considera u €

R3 tal que:
6
[Wp =1 -3
2
Encuentre pu.
Solucién
6
wlg=1| -3 — u=6(1,0,—-1) —3(-1,1,0) + 2(1,1,1) = (11,—1, —4)
2

(3) Sea C = {1,z,22} y So = {1+ 2 +2% -2 -z +2% —1+2+ 22} dos bases de Ry[z].
Hallar [/ ]gQ la matriz cambio de base desde Sy a la base C'
Solucién

Las columnas C; (1 < j < 3) de la matriz [I]g; son tales que :

1 -2 -1
CJ = [U]]C donde Uj - SQ E [I]gz — 1 =1 1
1 1 1
(4) Sea V un k —ew y sea a = {vi,v2,---,v,} una base ordenada de V. Se

define 3 = {wy,ws- -, w,} (otra base de V )como w; = Zjvj
j=1

(a) Determine [I]3

Solucion
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De la definicion de g se tiene:

1
wl:Zjvjzvlzlvl—i—ng—i—'--—i—Ovn
j=1

2
wQ:ZjUj:U1+2U2:1U1+2U2+0U3+...+Ovn
j=1

3
w3:Zjvj:01—1—21)2—1—303:1v1+2v2+3v3+0v4+-~-+01)n
j=1

n
wn:Zjvj:U1—|—2v2—|—3v3+~-'+nvn

j=1
1 1
0 2
Lo que implica: [wila = | . |, [wala=| 0 |, -, [wn]a =
0 0
1 1 1
0 2 2
Finalmente [I]§ = o 0 3 - 3
0 0 n
1
2
(b) Si wesun vector de V tal que [v], = | 3 | calcular [v]g
n
Solucién

-1
Como [I]§ es invertible y ([I]%) = [I]g y ademads

[\)

73
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0 1/2 —-1/3 0--- 0
-1
entonces: ([I]g) = 0 0 1/3 —1/4.-. 0
0 0 1/n
Luego,
2 0
0 0 1/3 —1/4--- 0 3 _ 0
n 1
0 0 1/n
Asi que,
0
0
lg=|{ 0
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7. Objetivos Generales

(1) Construir una conexién valida ( natural ) entre espacios vectoriales.
(2) Verificar la importancia de los isomorfismos de espacios vectoriales.
(3) Clasificar a través de la dimensién los espacios vectoriales finito dimensionales.

8. Motivacién

(1) Sabemos del capitulo anterior que, para cada espacio vectorial existe una tripleta fun-
damental, “((V, @), [ |a, Mk(n x 1)).”

Donde; o = {v1,va,...,v,} vy para cada v € V vale la equivalencia fundamental.
ai
(96) v=> aw €V=lla=| . [ €Mr(nx1)
i=1 :
Gnp,

Luego, si queremos conectar espacios vectoriales entonces debemos conectar triple-
tas fundamentales.

(2) Sea W un K espacio vectorial y 5 = {wy, we, ..., w,} una base de W, entonces tenemos
la siguiente situacion T
(V,a) (W, B)
[ ]oz [ ]ﬁ
MK(’H X 1) MK(m X 1)
Tl
Figura 12
B

Donde 7" es una funcién de V en W y probablemente, [T, sea una matriz.
(3) Ahora como queremos que se verifique la conmutatividad del diagrama, es decir, quer-
emos que para cada v € V, se verifique la igualdad fundamental :
(97) T2l = [T()]5

Y, como sabemos que para cualquier base, v, tenemos que se verifican

(98) [u+vly = [u]y+ [v],

(99) Dy = Aluly
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Entonces naturalmente le pediremos que 1" preserve también la operaciones del espacio,
por una parte y por otra que preserve también la nueva escritura o nueva representacién
empleada para los vectores, como combinacion lineal de los elementos de una base.

9. Definiciéon y ejemplos
Definicién 9.0.1.

Sean V' y W dos K espacios vectoriales y T una funcién de V en W entonces diremos que T’
es una “ Transformacién Lineal ” del espacio V en el espacio W si

(1) T(u+v)=T(u)+T(v), parau eV yveV
(2) T(Au) = AT(u), parau eV y A e K

Usaremos la notacion

(100) Lx(V,W) = {T|T:V +— W transformacién lineal}
(101) Lx(V) = Lx(V,V)
Ejemplo 9.0.2.

Uno del tipo clasico en R™

(1) Sea T : R3 — R? tal que T(z,y,2) = (* —y + 2,z + z) entonces
T € Lg(R?, R?)
En efecto

Algoritmo o procedimiento de trabajo:
(i) Entendiendo (decodificando)el problema, la accién de T es. Transforma un trio u

en un par T'(u).

(ii) Introduciendo e interpretando datos del dominio de 7.
o u € R <= u=(up,uz,u3) Au; €ER (i =1,2,3)
e v ER3 <= v =(v,v2,v3) Av; ER (i =1,2,3)
e entonces u + v = (u1 + v1, uz + v2,uz + v3) € R3
(iii) p.d.q. T(u+v) =T (u) + T(v)
Tu+v) = T((u1 + v1,u2 + ve,us + v3))
= ((u1 +v1) — (u2 +v2) + (ug + v3), (u1 +v1) +
uyp +v1 — ug — v2 + uz + v3, u1 + v1 + ug + v3)
[ug — w2 + ug] + [v1 — vo + v3], [ug + us] +
[v1 + v3)])
= (u1 —ug +us,u; +ug) + (v1 — v2 + v3,v1 + v3)
T((u1,u2,uz)) + T((v1,v2,v3))
= T(u)+T(v)
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(iv) p.d.q. T(Au) = A\T'(u)
T(A\u) = T((Aug, Aug, Aug))
= (Aup — Aug + Auz, A\ug + Aus)
= Mui —u2 + us, u1 + ug)
= )\T((ul, usg, 'LL3))
= Ml'(u)
Asf que T € Lr(, R3R?)

Ejemplo 9.0.3.

Informacion:

(1) Sean V' y W dos K espacios vectoriales

2) dimg(V)=ny a={v1,ve,...,v,} una base cualquiera de V' y wuy,uo, ..., u, vectores
y
arbitrarios de W

(3) T'(vi) =u; parai=1,2...n

Determine una transformacion lineal

T :V

A%

Tal que verifique las condiciones anteriores.

Solucion

(1) Problema :; T'(v) =7, para cada v € V

(2) Datos :

e Como o = {v1,v9,...,v,} es una base de V entonces "sabemos” que para cada
v € V la ecuacion

(102) v = ajv1 + agvy + -+ aptn
tiene solucién unica.

e Aplicamos T a la ecuacién ( 102) y hacemos que a fortiori cumpla con la linealidad,
es decir:

T(v) = T(aivi +agva+ -+ apvy)
= a1T(v1) + a2T(v2) + -+ + anT(vy)
= a1T(v1) + a2T(v2) + - - + anT(vy)

= a1ul + agug + - + apup

Asi que T € Lg(V, W)
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10. Representaciéon Matricial de T

Observacién 10.0.4.

Supongamos que en el ejemplo anterior, § = {wy, wa, ..., wy,} es una base de W.

(1) Como a = {vy1,v9,...,v,} es una base de V entonces ”sabemos” que cada v € V se
representa en forma tunica:

ai
a
v=ajvy +agve + -+ ayv, <<= [v]o = :
an
Luego,
Tw) = a1T(v1)+ aT(v2) + -+ ap,T(vy)
Asi que
T(W)lg = [T (v1) +a2T(v2) + -+ anT(vn)lg

= [T()]p = ar[T(v1)]p + az[T(v2)]p + - - + an[T(vn)]s

ai
— W= ([Tl Tw)s - Tels)]|
— Ts=( Ty Tw)ls -~ [Tels) b

Definicién 10.0.5.

SiT e Lg(V,W) y a = {v1,v2,...,0,} es una base de V' y g = {w,wy,...,w,,} es una
base de W entonces

(103) 115 = ([T@)ls [Tl -+ [T(vn)ls ) € Mi(m x n)
Se llama representacién matricial o matriz de la transformacién lineal T, respecto de la bases «

y B
Ejemplo 10.0.6.

Sea T € Lg(R3,R?) tal que T(w,y, 2) = (x +y + 2,7 — y + 32) y consideremos las bases de
R3 y R? respectivamente

a = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y

g = {(17 1)7 (17 _1)}
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entonces la observacién anterior sugiere el siguiente algoritmo o procedimiento:

Etapa 1. Sabemos que

(104) [T]g = ( [T(lalal)]ﬁ [T(l,l,O)]g [T(LO?O)]B ) EMK(Q X 3)

Etapa 2. Calculamos [T'(x,y, 2)|3, para cualquier (z,y,z) € R3!L.

T(z,y,2) = a1(1,1) + a2(1,-1) —
(r+y+z,2—y+32z) = (a1 + ag, a1 — az) <
Zi tgz z :;ngj/—:_?,zz luego a1 =x+2zNa=y—2
Asi que,
(105) [T(z,y,2)]s = ( i ! 2; >

Etapa 3. Aplicando la férmula ( 105)en ( 104) tenemos que la matriz pedida es.

= (01 0)

Podemos guardar lo anterior en el siguiente teorema central

Teorema 10.0.7.

SiT € Lg(V,W) y a ={v1,ve,...,0,} es una base de V' 'y g = {wy,ws,...,w,,} es una
base de W entonces

o [T]} € Mg(m x n)

o [T)3[v]a = [T(v)]s
Observacién 10.0.8.

La coneccién anterior entre la teoria y la practica, siempre hace referencia a las bases a y
[ de los espacios vectoriales involucrados, pero en realidad esto no es una restriccién sino mas
bien una holgura.

En efecto

Supongamos que tenemos las nuevas bases o/ y 3’ de V' y W, respectivamente entonces
podemos determinar las nuevas matrices:

o (117,

o [T] g/

o [T%,

0%
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Pregunta ; tienen alguna relacién entre si esta matrices 7. Para responder a esto hechamos
mano a la siguiente herramienta matematica:

Ly T Lyy
(V, ) (V. a) (W, 3) (W, 5
[o [la [ ]ﬁ [ ]ﬁ’
MK(TL X 1) MK(TL X 1) MK(m X 1) —/) MK(m X 1)
(1% (T2 13
Figura 13

Es decir, como T' = 1y o T o 1y entonces
Tl = M5 - 1712 (1%

Andlogamente, para los otros casos tenemos que:

)y, = [18- 1%
1 = 15 -1l

11. Clasificacién de Espacios Vectoriales
(1) Descripcién del problema:

“Dados dos espacios vectoriales V' y W, como saber si ellos son efectivamente dis-
tintos, en el siguiente sentido, uno posee, por ejemplo, propiedades geométricas que el
otro no tiene.”

(2) Analisis del problema.

Para partir volvamos al ejemplo general ( 9.0.3).

Sea T'(a) := {T(v1),T(v2),...,T(vn)} = {u1,u2,...,u,} entonces T'(«) es lineal-
mente independiente o linealmente dependiente en W.
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Caso 1. T'(«) linealmente dependiente.

Entonces de la definicién de dependencia lineal sigue que: existe una combinacién
n

lineal nula de la forma Z a;u; = Ow y tal que alguno de los a; es no nulo.
i=1
Luego podemos concluir lo siguiente:

n n
Z aiu; = O <= Z aiT(Ui) = Ow
=1 i=1

n
— T Zaivi = Ow
=1
#0v

Pero, como T es una transformacién lineal entonces T'(0y) = Oy. Asi que

n n
T (Z awi) =T00y)=0wy Zaivi # 0y, luego.
i=1

i=1

T no es inyectiva

Lo anterior motiva para definir al siguiente conjunto:

(106) ker(T) = {veV|T(v)=0w}

Serd llamado el nticleo o kernel de T'

Lo que hemos visto es que

T'(«) linealmente dependiente = ker(T) # {0y}

Lo anterior puede archivarse en el siguiente:

Teorema 11.0.9.

Sea T € Lg(V,W) entonces
o ker(T)={v eV |T(v) =0w}, es un subespacio de V

o Img(T)={T(v) € W |v eV}, el recorrido o imagen de T es un subespacio
de W

o ker(T) = {0y} = T inyectiva

En efecto
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(i) T € Lg(V, W) entonces T'(0y) = Oy, asi que Oy € ker(T) y
ker(T) # 0
(ii) Siw € ker(T') ANv € ker(T) entonces T'(u) = Oy A T'(v) = Oy . por tanto:
Tu+v) = T(u)+T(v)

Ow + Ow

Luego, (u+v) € ker(T).
(iii) Si A € K entonces
TA-u) = XN-T(u)

Luego, Au € ker(T). Asi que ker(T) es un subespacio de V
Andlogamente para la imagen o recorrido de T tenemos que.
(i) T(0y) = Ow entonces Oy € img(T) e Img(T) # 0

(ii) Siwu € Img(T) ANv € Img(T) entonces T(u) = uy € WAT(v) =vw € W.
por tanto:

T(u+v) = T(u)+T(v)

= uw +vw

Luego, (u+v) € Img(T).
(iii) Si A € K entonces
TA-u) = XN-T(u)
= X uw
Luego, Au € I'mg(T). Asi que Img(T) es un subespacio de V
Finalmente 7" no inyectiva entonces ker(T') # {0y}
Caso 2. T'(«) linealmente independiente.
(i) Entonces ker(T) = {0y}

En efecto
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veker(T) < wveV A T =0y

n
T(Z aﬂ)i) = OW
i=1

@
Il
g
8
<
>

n
— v= Z a;v; N\ Z aiT(vi) = Ow
=1

<— v= Z a;v; N Zn: a;u; = O
; =1

T(a)Li
% v:Zawi AN a=a=--=a,=0

— v =0y

(ii) dimg(Img(T)) =n < dimg (W)

En efecto

welImg(T) <= GuveV) AN Tw)=w
n n

v = Z a;iv; N T <Z aivi> =w
i=1 i=1
n n

v = Z a;v; N Z a;T(v;) =w
i=1 i=1

— we {T(v1),T(va);...,T(vn)})

!

!

Luego,
Img(T) = ({T(01), T(w2); ..., T(va)}) AT(a) Li
entonces dimg (Img(T)) =n < dimg(W)
Todo lo anterior lo vamos a sintetizar en el siguiente:
Teorema 11.0.10. Teorema de la dimension
Sea T € Lk (V, W) entonces
(107) dimg (V') = dimgker(T') + dimg (Img(T))

En efecto

SiT € Lg(V,W) tal que dimg (V) = n entonces tenemos dos y sélo dos posibilidades para
el nucleo de T
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(1) ker(T) = {Ov}.
En tal caso, T es inyectiva y dimg(Img(T)) = n, asi que
n = dimg (V) = dimg(ker(T)) + dimg(Img(T))
(2) ker(T) # {Ov}.

En este caso, T no es inyectiva y podemos suponer que:
o dimgker(T)=s>1
o 5 ={v1,v9,...,vs} es una base de ker(T).

Ademas podemos agregar vectores linealmente independientes en V', hasta obtener
una base para V. Digamos

ﬂ/ == {'Ul,'027- c oy Ugy Vg1, Us42, - - .,'Un}

Asi que, 3’ es una base de V', que satisface la propiedad:

n
Luego, para cada v € V' tenemos que v = Z aiv; y
i=1

T(U) = T(Zaivi)
i=1

= i aiT(vi)
i=1

= Z aiT(UZ')

1=s+1

(3) Asi que, dimg(Img(T)) =n — s,

Ejemplo 11.0.11.
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Sea T € Lg(R?) tal que T(z,y,2) = (v +y + 2z, +y — 32, 2) entonces
u€ker(T) <= uwecR® A T(u)=0ps

= u=(z,9,2) R’ A T(x,y,2)=(0,0,0)

— u=(z,9,2) €R® A (z4+y+z,2+y—322) =(0,0,0)
z +y + 2z =0
— wu=(z,9,2)€ER® A z + y — 3z =0
z = 0
— u=(z,9,2) €ER® A (2=0Ay=—2)
— u=(zr,—z,0)
— u=1z(1,-1,0)
<

we {(1,-1,0)})

Asi que; ker(T) = ({(1,—1,0)}) y T no es inyectiva. Ahora aplicando el teorema de la dimensién
tenemos que:

dimg (ker(T)) =1 A dimg(Img(T)) =2

Una consecuencia inmediata del teorema de la dimensién ( 11.0.10) es

Corolario 11.0.12.

SiT € Lg(V,W) tal que dimg (V) = dimg (W) entonces
T inyectiva <= T sobreyectiva

Definicién 11.0.13.

Sea T € Lg(V,W), diremos que T es un Isomorfismo si 7' es una biyeccién, es decir es
inyectivo y sobreyectivo.
Si T es un isomorfismo entonces diremos que V' y W son espacios isomorfos. Lo cual serd notado
por V=W

Ejemplo 11.0.14. Conceptuales

(1) Sidimg (V) =n entonces V = K".

En efecto Sea o = {v1,v2,...,v,} una base de V' y c¢(n) = {ej,ea,...,e,} la
base canénica de K", (en realidad, puedes tomar cualquier base de K") y define un
isomorfismo, digamos T, como sigue:

(i) T(v;) = €;, parai =1,2,...,n
(ii) Finalmente extiende 7" usando a fortiori el concepto de linealidad, es decir;

n
Siv eV ycomo aes base entonces v = E a;v;. Luego,
i=1

T(v) = ZaiT(vi) = Zaiei
i=1 i=1
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n

o T € Lg(V,K"), pues si u = Z b;v; entonces

T(Au+v) =

=1
T ()\ zn: bv; + zn: CLZ'UZ')
T (Z [(Ab;)v; + azvz]>

T Z)\b + a;lv

M:/\

1

.

n

> [(Abies) + aies]

=1

Z (Abi)e; + Zazez

A Z bie; + E ae;

)\ZbT o +Zaz ;)

AT (Z b; v,) +T (Z azvz>

AT (u) + T'(v)

e Para mostrar que 7" es un isomorfismo, aplicamos ( 11), es decir que T es inyectiva
o que su Ncleo es nulo.

v € Nucleo (T)

= veV A T(v) = Ogn
n n
= v= Zaivi AN T (Z awi) = Ogn
i=1 i=1
n n
<— v:Zaivi VAN Zaiei:()v
i=1 i=1

= a;=0(=12,...,n);

v =0y y Nucleo (T') = {0y}

Conclusion 11.0.15.

Podemos observar rapidamente lo siguiente

ya que c¢(n) es base de K"

Luego,

e Dos espacios isomorfos son ” una misma historia, salvo porque sus personajes posi-
blemente han cambiado de nombre ”
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e SiV=EWyW =U entonces V =2 U.

En efecto
Basta observar que la compuesta de transformaciones lineales es nuevamente una
transformacion lineal y que la compuesta de biyecciones es biyeccion, es decir

LoT

VoW U viELy

e En particular, para un isomorfismo tenemos el diagrama conmutativo

T 7!
(V) (W, 8) (V. a)
[Ja [1s [la
MK(’I’L X 1) MK(TL X 1) MK(’I’L X 1)
[Tl 715
Figura 14
Asi que tenemos la dualidad
T l'oT =1y < [T*l]g )’ =1,

Asi T es un isomorfismo y,

(2) LK(V, W) = MK(dlmK(W) X dme(V)
En efecto

Define

¢ Lx((V,a), (W, 0)) M (dimx (W) x dimg (V)

tal que

W(T) = ([nls [valp [vsls--[onls )
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donde, o = {v1,...,v,} es una base de V.

Claramente 1 es un isomorfismo de espacios vectoriales.

12. Ejercicios Resueltos

(1) Sean V' 'y W dos K espacios vectoriales y a = {vy,v2, ..., v, } una base de V. Determine
T € Lg(V), tal que verifique las siguientes condiciones:

e Nicelo (T') = ({v1,v2,...,0s})
b Img(T) = <{Us+17 Vs+25 - - - 7'Un}>
Solucién

Etapa 1. ; Qué me preguntan ?
Se debe saber j cudnto vale T'(v), para cada v € V' 7

Etapa 2. Datos, osea con lo que cuento, para resolver el problema
Partimos decodificando la informacién dada en el problema.

e a = {vy,v9,...,v,} una base de V| significa que cada v € V se escribe de
forma tnica como una combinacién lineal de los elementos de «, es decir
tenemos

n
(109) v = Zawi V. v =aqv1 +agvy + -+ anvy,
i=1

No se asuste por el uso de g , tomelo mé&s bien como un buen aliado.

e De ( 109), sigue que

(110) Tw)=T (Zn: aivi>
i=1

e Niucelo (T') = ({v1,va,...,vs}), significa que

(111) T(v1) = T(v2) = - - = T(vs) = Oy

e Img(T) = ({vs+1,Vs+2,---,Un}), significa que

n
(112) ueImg(T) < u= Z a;v;
i=s5+1

Etapa 3. Finalmente, construimos la solucién del problema.

e Como T tiene que ser una transformacién lineal entonces obligamos en ( 110),
que

(113) T(v) = aT(v;)
i=1
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e Aplicando ( 111) a ( 113) tenemos que

n

(114) T(v) = Z a;T (v;)

i=s+1
e Como {Vst1,...,v,} es linealmente independiente entonces basta definir
T(vj) =wvj, para j =s+1,s+2,...,n, asi que ( 114) queda como

(115) T(v) = Z a;v;

1=s+1
Una ultima observacion, podiamos haber construido una nueva base de V,
digamos 3 = {v1,..., Vs, Wst1, Wst2, ..., Wy} v definir al igual que antes:
— T(v;)) =0,parai=1,2...,s
—T(wj) =vj,paraj=s+1,s+2,...,n

y obtenemos, ciertamente otra transformacién lineal, que verifica las condi-
ciones pedidas.!!!

(2) Sea T € Lk (V,W). Demuestre que
(a) T inyectiva = dimg (V) < dimg (W)
(b) T sobreyectiva = dimg (W) < dimg (V)
(¢) T isomorfismo = dimg (V') = dimg (W)
En efecto

La herramienta fundamental sera el teorema de la dimension, es decir

(116) dimg (V') = dimgNucleo (T') + dimgImg(T)

T inyectiva <= Nucleo (T') = {0y}
<= dimgNucleo (T) =0
— dimg(V) = dimgImg(T) < dimg (W)

T sobreyectiva <= dimgImg(T) = dimg(W)

Luego;

dimg (V) = dimgNicleo (T') + dimgImg(T)
= dimgNucleo (T) + dimg (W)

V
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Asi que
dimg (V) < dimg(W) y dimg(W) < dimg (V)
Luego;

dimg (V') = dimg (W)

13. Ejercicios Propuestos

(1) Demuestre que las siguientes funciones son transformaciones lineales:
(i) T :R3 +— R?; tal que T'(x,9,2) = (z+y — 2,0 —y — 2)
(i) T :R? — R3; tal que T(z,y) = (x +y,2 — y,x — 3y)

(iii) T : R™ — R™; tal que T'(u) = 2u; u € R"”

3
(iv) T : R3[z] — Ro[x]; tal que T <Z aiazi> = ag + apxr — arz’
i=0
n+1 A n '
(v) T : Rpqi[x] — Ry [z]; tal que T (Z am’) = Zjajx]
i=0 j=0

(vi) T : Mig(3) — Mg(3); tal que T(ai;) = (aj;)
(2) Determine T € Lg(R3) tal que nticleo(T) = ({(1,1,1)})
(3) Determine T € Lg(R?) tal que Img(T) = ({(2,-3,1)})
(4) Determine T' € Lg(R?) tal que nticleo(T) = ({(1, —2,0), (0,0, 1)}) e Tmg(T) = ({(1,0,0)})

(5) SiT:R®+— R? tal que T(x,y,2) = (z+y — 2,z — y — 2); determine [T]Zgg

(6) Si T:R?+— R3; tal que T(z,y) = (z + vy, — y, — 3y); determine [T]ig;

(7) SiT: R" — R"; tal que T'(u) = 2u; u € R™; determine [T]C(ng

c(n

3
(8) Si T : Rg[z] — Ro[z]; tal que T <Z aixi> = ay + agr — a17”%; determine [T]gg
=0

n n—1

(9) T : Ryp1[z] — Ry, [z]; tal que T (Z aixi> = Zjajxjfl; determine [T]igz—l)
i=0

(10) T : Mr(3) — Mg (3); tal que T'(ai;) = (aj:); determine[T]Zg;

(11) Sean T € Lr(R?) tal que T'(z,y) = (z+2y,2—y) y a = {(1,—2),(3,1)} una base de R?

J=0

«
«

c(2)

e Determine [T]q

e Determine [7]
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e Determine [T]S(Q)

o Calcule [T]2 - [1]<®)

«

e Caleule 112, - [T1°2) - (116

e Calcule [1]3(2) [T - [I]?@)

91

(12) Considera T' € Lg(R3) tal que, T(x,y, z) = (z + 2y + 22,2 + y,2y — z) y una base de

R3 o = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}

«
«

c(3)

e Determine [T

e Determine [T]

Determine [T o(3)

Calcule [T72 - [1]5%)

a

a c c(3
Caleule [1]%) - [T1545) - [1)a

Caleule [115% - (172 - [1]%)

a

(13) Sea T € Lg(Ry[z], R3[x]) definida por T'(p(z)) = x?p(z) y considera las bases
{1,z},y o ={x,x+1} de Ry[z] y la base 8 = {z,z + 1,22 + 1,2} de R3[z]

e Determine [T]g(?’)

e Determine [T Z(,?’)

e Determine [T]g

(14) Sea T € Lg(V) y a = {w1,v2,...,v,} una base de V. Demuestre que

T(a) :={T(v1), T(v2);...,T(v,)} base de V.= T inyectiva

(15) Sea T' € Lg(V) y a = {w1,v2,...,v,} una base de V. Demuestre que

T(a) :={T(v1),T(v2);...,T(vy)} base de V.= T sobreyectiva

(16) Sea o = {v1,va,...,v,} una base del K espacio vectorial V. Sea
V*={T:V— K|T e Lg(V,K)}

(i) Demuestre que V* es un K espacio vectorial

1: 1=3
‘7. Demuestre que

ii) Sea a* = {v},v5,...,v}} tal “(vi)=
(ii) Sea o = {v}, v} vy} tal que vj(v;) {0: it

o v € Lx(V,K); parai=1,2,...,n
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e o es una base de V*



CAPITULO 3

Introduccién al Proceso de Diagonalizacién

1. Valores y Vectores Propios

1.1. Objetivos.

(1) Determinar los criterios minimos para representar un operador a través de una matriz
diagonal.

(2) Aplicar los criterios de diagonalizacién en la resolucién de problemas concretos.
1.2. Definicién y Ejemplos.

Sea V un K espacio vectorial y T' € Lg (V).
Supongamos que 7T, se representa en una base a de V', como una matriz diagonal de orden n.

Entonces
(i) Si o= {v1,v2,...,v,} es la base escogida entonces
[ A 00 0 ]
0 X 0 ... 0
(117) me = [0 0 A .o 0 | =diag{\,..., \}
|0 0 0 An |
(ii) Como,
(118) [Te = (T(w)la[T(w2)]a - [T(vn)]a)

entonces de ( 117), y ( 118), sigue que:

(a) Se verifica la relacién fundamental

(119) T(vl) = )\ﬂ)i i:1,27...,n.
n

(b) det(T) = [ A

i=1
(¢) T es un isomorfismo si y s6losi \; #0 parai=1,2,...,n
(d) Para cada i =1,2,3,...,n los conjuntos

V,\iZ{’UEV’T(U)Z/\i’U}%@

Observando con atencion la seccion motivacién, podemos concluir lo siguiente:

93
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(1) Para que T se represente como una matriz diagonal de orden n deben suceder al menos
las siguientes cuestiones:
e Debe existir, V' un K espacio vectorial y T € Lk (V)
e Debe existir una base a = {vy,v2,v3,...,v,} de V, un conjunto A = {1, Ag, ..., Ay}
de escalares y una relacién como ( 119), es decir

T(Ui):/\ivi iZl,Q,...,TL.

(2) La relacién ( 119), sugiere que son realmente importantes los conjuntos de la forma,
Vi ={v eV |T(v) = A}, pues estos conjuntos poseen la importantisima propiedad.

(120) veVy= ({v}) C Vi

Lo que ( 120), quiere decir es que, "si en V) entra un vector entonces la recta
generada por el vector se queda en V)”
(3) Ciertamente son importantes estos conjuntos, V) pero hay al menos dos problemas:

Problema 1.
(121) NeK= V) #£0

En efecto

Oy eV A T(Ov)ZOV:)\-OV:OveV)\

Asi que, son demasiados.
Problema 2.
Si v € V) entonces vale la relacién fundamental T'(v) = Av, pero de los tres datos
s6lo conocemos uno de ellos, T, asi que vale la pregunta
(122) ¢, Qué es primero A o v ?

Sea cual sea la respuesta, el problema es, que no podemos resolver asi la ecuacién fun-
damental. Propongo como estrategia estudiar méas detenidamente estos enigmaticos V).

Lema 1.2.1.
V. es un subespacio de V, para cada A € K

En efecto

e Sabemos que V) # ()
e Sean u € V), v € V) v k € K entonces

(123) ueVy <= uweVAT(u)=Mu
(124) veVy <= veVAT@w) =M
Asi que, de (1 123) y ( 124)y del hecho que T' es una transformacién lineal, sigue que:

ut+v e VAT(u+v)=T(u)+T() =+ Iv=Au+v)
Luego, (u+v) € Vy

Andlogamente,
ku € VAT (ku) = kT (u) = kAu = M ku)
Luego, ku € V)
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Lo anterior muestra que V), es un subespacio de V.

Observacion 1.2.2.
Supongamos por un instante que existe v € V) y que v # 0 entonces debe acontecer lo
siguiente:
veVy <= veVAT@w) =
— veVAIN-T() =0y
— veVAINy@w) —Tw) =0y
— veVAAly —-T)(v)=0y
< veV Ave nicleo (A\ly —T)
< v eV A(Aly —T) no es inyectiva
< veVAdet(A\ly —T)=0
< veVAdet[Aly — T, =0, a base arbitraria de V
Pero, ; qué significa que det [A\ly —T10 =07

Pongamos un ejemplo para aclarar, lo que estamos haciendo:

Ejemplo 1.2.3.

Sea T' € Lg(V) y a = {v1,v2} una base de V' entonces

= (G o)

a1 Q22

o  [(A—ai1  —ar2
(2) My =T, = < —as; A — a22>

(3) Asi que det [)\1‘/ — T}g =)\ — )\(&11 + (122) + (a11a22 — a21a12)
Luego, det [Aly — T7% es un polinomio en la variable .
(4) Asi que, en este caso
veVy < det[A\ly —T]5, =0
<— A2 — )\(all + a22) + (a11a22 — a21a12) =0
= A= Mtr ([T]2) +det([T)2) =0

tr ((T]a) + /(tr ([713))* — 4det tr ([T]7)

= A= 5
Ny = (TI)+/Cor ([TT)?—4det tr (T]3)
1= 2
= A=
Ay = @D~/ (T2 —1det w ([7T)
(5) Si llamamos Pr(X) = det [Aly — 1'% entonces
(125) Pr(A) = (A =A)(A = X2)

(6) Preste mucha atencion, las siguientes ideas son fundamentales:
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(i) Si A1 # A2 entonces tenemos dos subespacios no triviales, (!!!)
Vs, = {veV|T(w)=M\v}
Vi, = {veV|T(v)=Xv}

en particular, dimg (Vy,) = dimg(V),) =1

En efecto
veVyNVy <= Mv=Xv
= (A1 —A)v =0y
= v=0y
Luego,
(126) Vi NVa, = {0v}

Por otra parte, Si wy € Vi, y w2 € V),, ambos no nulos entonces = {w;, wa}, es
un conjunto Li. y por tanto una base de V.

En efecto

(127) aiwy + aswy = 0y — T(a1w1 + agwg) = T(Ov)
(128) — a1\ wy + ashwy = Oy
Luego, tenemos el sistema fundamental:
al1wl +  agwsg ZOV

aiAtwy  +  agrowy =0y
De este sistema sigue que

aiMwi; + asAhjwe =0y
al)\lwl + ag)\Q’LUQ :OV

Asi que,
az(A1 — A2)wa = Oy
y luego,
ag = 0
Usando un procedimiento andlogo, podemos mostrar que a; = 0, asi que § =

{w1,ws2}, es un conjunto Li.en V.

En este caso, podemos concluir las siguientes cuestiones:

(129) V=V\&V,

(130) dimg(Vy,) = dimg(Vy,) = 1

31 g = (5 y)
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Apelando al diagrama fundamental para este caso:

V) % (V8 W) S

| |
‘IHa ’H]B | [1s

|
B8 Tﬁ e
Me@x 1) 28 Mg@x1) 28 Mg@x1) 2
tenemos que:
(132) e = W5TI50e
(133) det [T]g = )\1 . )\2

(ii) Si A\ = A2 entonces un unico subespacio V), y dos posibilidades:

(] dimK(V)\l) =2

97

En este caso, tenemos que existe una base de V', v = {uy,us} C V), y se verifican

las siguientes propiedades:

V="V,

(134) [T = < Aol AOI >
(135) [Tl = USTI UL
(136) det [T]* = A2

o dimg(Vy,) =1

En este caso, no existe una base de V, tal que T', se represente como una matriz

diagonal.

Antes de exhibir otros ejemplos, hagamos algunas definiciones.

Definicién 1.2.4.

)

Sea T € Lk (V) entonces un vector v € V' se llamara ’
o v # Oy

. .
un vector propio de T 7, si

e Existe A € K tal que T'(v) = Av. Un tal A se llamard un valor propio de T, asociado al

vector propio v.
Definicién 1.2.5.
V) se llama subespacio propio asociado al valor propio A

Definicién 1.2.6.

Pr(X) = det [A\ly — 775 se llamard polinomio caracteristico de 7.

Observacién 1.2.7.

Si llamamos 9(p(z))= grado del polinomio p(z), entonces O(Pr(\)) = dimg (V)

Ejemplo 1.2.8.
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Sea T € Lg(R?) tal que T(z,y,2) = (3z + 2,3y + 2z, —2)
Solucion.

Calculemos valores y vectores propios.

(1) Construimos Pr()\), el polinomio caracteristico de 7.
@) 3 0 1 @) A0 O
() [T =03 2 AV =10 A 0
00 -1 0 0 A
(A=3) 0 1
(i) Pr(\) =det | 0 A—=3) =2 =A=32\+1)
0 0 (A+1)

(iii) Asf que,

Luego, los valores propios son V.P = {3, -1}
(2) Determinamos los subespacios propios.

(i) Proceso general:

€ (R, < uER3/\Tu)

(
— = (2,9,2) A\ (x y,2) = Mz, y, 2)
= u=(z,y,2) NT(z,y,2) = (Az, Ay, A\z)
= u=(2,9,2) A3z + 2,3y +22,—2) = (A\z, \y, A\2)
3r+2z = Az
— u=(r,y,2) AN 3y+2z = Ay (%)
—Z = Az
(ii) Evaluamos (x) en los valores propios:
e A=3
De (%), sigue que
337 + z = 3:1;
6(R3)3 = u=(r,y,2) N 3y+2z = 3y

—z = 3z

u=(x,y,2) AN 2z=0
u=(x,y,0); reR; yeR
u=2x(1,0,0) +y(0,1,0)

Pt

(Rg)g = <{(17 070)7 (07 L, 0)}>
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De (%), sigue que

3r+z2 = —x
uE(R3)_1 — u=(r,y,2) N 3By+2z = —y

—2z = —z

— u=(r,y,2) AN z=-4dx:y=2
— u=(r,2x,—4x); x € R
— u=uz(1,2,-4)

= (R%)_, ={12-9}

(3) Sea o ={(1,0,0),(0,1,0),(1,2,—4)} entonces como

(137) [T]g - ( [T(lvovo)]a [T(O’LO)]a [T(1727 _4)]a )
y7
e 7(1,0,0) = 3(1,0,0)
e 7°(0,1,0) = 3(0,1,0)
o T(1,2,—4) = —(1,2, —4)
asi que sustituyendo en ( 137) tenemos que

30 0
(138) m* = [0 3 o0
00 -1

Es una matriz diagonal, o mejor el operador 1" se representa como una matriz diagonal, en la
base de vectores propios a.

Ejemplo 1.2.9. Sea T € Lg(R3) tal que T(x,y,2) = (3x + 2y + 2,3y + 22, —2)

Solucion.

Calculemos valores y vectores propios.

(1) Construimos Pr()\), el polinomio caracteristico de 7.
@ 3 2 1 @ A0 O
(i) [T]Z(3) =103 2 A [Alv]z(3) =10 X 0
0 0 -1 0 0 X
(A—3) -2 -1
(i) Pr(\) =det | 0 A=3) -2 =A=32\+1)
0 0 (A+1)

(iii) Asi que,

Pr(AN)=0<= X\ =3 A X=-1

Luego, los valores propios son V.P = {3, -1}
(2) Determinamos los subespacios propios.
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(i) Proceso general:

c (R, < u€R3/\Tu)

(
= u=(z,y,2) A (1‘ y,2) = Mz, y,2)
— = (z,y,2) NT(x,y, 2) = (Az, Ay, A2)
— u=(z,y,2) N Bz +2y+ 2,3y + 2z, —2) = (Az, \y, A\2)
3r+2y+2z = M
— u=(r,y,2) AN 3y-+2z = \y (%)

—z = Az

(ii) Evaluamos (x) en los valores propios:
e \=3

De (%), sigue que

x+2y+2z = 3z
E(R3)3 — u=(v,9,2) AN 3y+2z = 3y

—z = 3z

u=(r,y,2) N z2z=0;y=0
u=(z,0,0); x € R
u=2x(1,0,0)

[N

(R%), = ({(1,0,0)})
o \=—-1

De (%), sigue que

3r+2y+2z = —x
eRY)_, <= u=(zy2) A 3y+2z —
iy -
— Z(:v,y,z) A 22—2y;$:0
— UZ(ana—Q?/);yGR
— u=u1xz(0,1,-2)

— (RS)_l = <{(07 17 _2)}>

Luego, no existe una base de vectores propios a tal que T se represente como una
matriz diagonal.

Observacién 1.2.10.

Al respecto de los ejemplos ( 1.2.8) y ( 1.2.9), podemos decir lo siguiente:

(1)

En ambos ejemplos el polinomio caracteristico Pp(\) es el mismo, sin embargo en
ejemplo ( 1.2.8) existe la base de vectores propios y en el ejemplo ( 1.2.9), no existe
una tal base.

Luego, el polinomio caracteristico, no discrimina si un operador se representa o no como
una matriz diagonal.

Si llamamos:

m.a.(A\)= las veces que el valor propio A, aparece repetido en Pp(\) (es decir, la mul-
tiplicidad algebraica de \) y
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m.g.(A)= la dimensién del subespacio propio (R3) N
entonces
(i) En ( 1.2.8), tenemos el siguiente comportamiento:

m.a.(3) =2 |m.g.(3)=2 |m.a.(3)=m.g.(3)

m.a.(—1) =1|m.g.(-1) =1 | m.a.(—1) = m.g.(—1)

Equivalentemente,

Pr(AN)=A=3°A+1) A R =(R’),®(R%

m.a.(3) =2 |m.g.3)=1 | m.a.(3)>m.g.(3)

m.a.(—=1)=1|m.g.(-1) =1 | m.a.(—1) = m.g.(—1)

Equivalentemente

Pr(N) =\ =320 +1) A (R, ® (R} _, <R®

N——

dim 1 dim 1

(3) Luego, existe una relacién importante entre los conceptos:
o m.a.(\)
e m.g.(\)

e Existencia de una base de vectores propios de V.

Llega la hora de definir los conceptos claves, para entendernos.
Definicién 1.2.11.

Sea V un K espacio vectorial y T' € Lk (V). Diremos que 7" es un operador diagonalizable si
existe una base de vectores propios, a de V'

Definicién 1.2.12.

Sea V un K espacio vectorial y A, un valor propio de T € Lk (V') entonces notaremos:

(i) m.a.(\)= multiplicidad algebraica de A
(i) m.g.(A) = dimg (V),

Lema 1.2.13.

Sea V un K espacio vectorial y Ag, un valor propio de 1" entonces

(139) m.g.(Ao) < m.a.(Ng)
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La demostracién es un poco técnica, pero util para el desarrollo algoritmico del pensamiento
modelistico. Para alivianar la carga abstracta iremos etapa por etapa lentamente.

(1) Supéngamos que m.a.(Ag) = s, con s > 1y m.g.(\g) =7
(2) Sea u € (V),, entonces T'(u) = Aou. Ahora ojo con esta!!!
T(T(u) = T(Mou)
= MT(u)
Luego,
(140) ue (V),, = T(u)e V),

(3) Lo obtenido en ( 140), nos permite decir que
(141) T[(V)y] € (V)y,

La propiedad expresada en ( 141), tecnicamente se parafrasea diciendo ” (V), ~es un
subespacio invariante de T, pero mas alla de tecnisismos, esta propiedad se usa para
definir nuevas funciones a partir de la funcién original, como sigue:

)
u  — To(u) =T(u)

Luego, tenemos para T restriccién de T al subespacio (V) Ao 188 siguientes propiedades:

(i) Tp € L [(V)/\O)], es decir Ty es un operador de (V')

0

(ii) Pr,(A) = (A= X)" vy 9(Pr,(N)) < (Pr(X))

Asi, m.g.(Ao) < m.a.(Ng)
Teorema 1.2.14.

Sea V un K espacio vectorial de dimensién n y T € Lg (V) tal que:
S

(i) Pr(A) = [T = 2™ (N # A; si i # j)

i=1
S
(i) Z ni=n
i=1
entonces T' diagonalizable si y sélo si m.a.(A;) = m.g.(\;) parai=1,...,n

En efecto

(1) Sea cv; una base de Vy,, parai=1,2,...s
S
(2) Sea o = U a;
i=1
entonces

m.a.(A;) =m.g.(\i) <= « es una base de V'

Conclusién 1.2.15.
S
Sea V un K espacio vectorial de dimensién finita n y 7' € Lg (V) tal que Pr(\) = H()\ =
i=1
i)™ (Ai # Ajsi @ # j), es el polinomio caracteristico de T" entonces
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S
(1) Pr(\) € K[A] tal que O(Pr(\)) = n, es decir, Zm.a.()\i) =n
i=1
(2) Ao es un valor propio de T si Pr()\g) =0
(3) T diagonalizable si y sélo si m.a.(\;) = m.g.(\;) parai =1,...,n y en tal caso tenemos
lo siguiente:
(i) Existe una base @ = oy Uag---Uas de V tal que a; es base de V), para cada
t1=1,...8y

By -

(142) 1% =

As

(ii) V se descompone en suma directa de subespacios propios:

(143) V= VoV - dV,
Es decir,

s

Figura 15

(iii) T se descompone en una suma de operadores del tipo:
(144) T = Th+To+---+T;
donde T;(u) = A\ju, para cada i =1,2,...,s
Observacion 1.2.16.

Es evidente, que esta forma de verificar si un operador es o no diagonalizable tiene inconve-
nientes tales como:
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(1) Es impracticable si el nimero de valores propios es grande (a menos que usemos el
computador, Maple, Matlab, Matemética, etc. )

(2) Es posible que en muchos casos, se desee saber sélo, si el operador es diagonalizable o
no; en tal caso se necesita una técnica diferente.
(3) Para una teorfa precisa y completa sugiero consultar [9]

1.3. Ejercicios Propuestos.

Determine valores y vectores propios de las siguientes transformaciones lineales y matrices:

(1) T € Lg(R?), tal que T(z,y) = (3y, 2z)

(2) T € Lg(R?), tal que T(z,y) = (z +vy,2z + 7)

(3) T € Lg(R?), tal que T(z,y,2) = (v +y,z —y + 22,22 +y — 2)
(4) T € Ro[z], tal que T'(ag + a1z + asx?) = a1 + aopr + azx?

(5) T € Mg(2), tal que T(A) = A*

(6) T € Lr(R*), tal que T(x,y,2,w) = (z,2+y,2+y+ 2,2 +y + 2 + w)

(a) R*)—2={(3. D}y

(b) (R?)s = ({(-2,1)})
(12) Determine T € Lg(RR?), tal que:

(a) (R%)o = ({(1,1,1),(~1,-1,0)}) y

(b) (R%)1 = ({(1,0,0)})
(13) Sea T € Lk (V) tal que T'o T = T. Determine valores y vectores propios de T
(14) Sea T € Lk(V) tal que T o T' = 0. Determine valores y vectores propios de 7.

(15) Sea A € Mg(2) tal que det(A) # 0.
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e Demuestre que:
A diagonalizable = A~! diagonalizable

e Si A diagonalizable. Determine los subespacios propios de A1

(16) Sea T' € Lk (V). Demuestre que.
Vo # {0y} <= T no inyectiva

2. Un criterio de diagonalizacion
Como vimos en (1.2.8) (1.2.9) el polinomio caracteristico es

Pr(A) = (A =3\ +1)

Sin embargo en un caso 1" diagonaliza y en el otro no diagonaliza, la razén expuesta es que la
m.a(3) = m.g(3) = 2 en el primer caso y m.a(3) = 2 > m.g(3) = 1 en el segundo caso, pero
por las precisiones anteriores resulta demasiado caro en tiempo y espacio esta solucién, asi que
implementaremos otra técnica que no tenga tales deficiencias, pero como siempre nada es gratis
asi que de acuerdo a la ley de costo beneficio hay que asumir algin costo, que en este caso
consiste en generar o mejor generalizar alguna ideas.

Observacién 2.0.1.

En esta discusién la estrategia sera la siguiente:

(1) Usaremos el espacio de polinomios K, [z]; es decir:

p(x) €Kplz] <= p(x) =ap + a1z + agz® + -+ - + apa”

(2) Para cada polinomio de la forma; p(x) = Z a;z’ € Lg(K), podemos definir:
i=0

Donde,

3

Mas atn,
u es una raiz de p(z) <= u € KA p(u) =0 <= u € ker(p(x))

(3) Lo anterior tiene sentido porque en K, valen las siguientes propiedades:
e yuckKANaeK=a-uekK
e En particular, u € K= u® € K (Vs;s € N)

Asi que ” en cualquier conjunto que sus elementos posean estas propiedades, pode-
mos hacer trabajar al anillo de polinomios”, K, [z]
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En particular, estas propiedades valen en Mx(s) (Vs;s € N). Asi que podemos definir
en el espacio de matrices:

Donde;

p(A) = Z a; A" A AY =1, (identidad de orden n)
i=0
Ejemplo 2.0.2.
Si Pr(A\) = (A —3)%(\ + 1) entonces

(a) En (1.2.8) tenemos que

30 10 0 30 1 10 0
Pr(mi) = (o3 ~3(0 10 03 2 |+[010
00 00 1 00 -1 00 1
00 1\*/401
— (o0 2 0 4 2
00 —4 000
00 —4\ /401
— (o0 8]0 42
00 16/ \0 00
000
— (o000
000

(b) Si llamamos m(Tl)()\) = (A—3)(A+1) entonces en (1.2.8) tenemos que

30 1 100 30 1 100
mg}>([T]gg;): 03 2]-3[o1o0 03 2 |+f[o10
\o o -1 00 1 00 -1 00 1
00 1 40 1
— (o0 2 0 4 2
00 —4 000
000
= (o000
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(c) Un célculo analogo para (1.2.9) nos dice que

2

3 2 1 100 30 1 100
Pr (IT156) 03 2 |=3{010 03 2 |+(010

00 —1 00 1 00 —1 00 1
02 1\°/4 01

— 00 2 0 4 2
00 —4 0 0 0
00 0 4 0 1

— 00 -8 0 4 2
00 16 00 0
00 0

- 00 0
00 0

(d) Maés aun, si llamamos mgg)(A) = (A=3)(A+ 1) entonces en (1.2.9) tenemos que
[/ 3 2 1 1 00 30 1 1 00
mg@([T]gg;) 03 2]-3[o10 03 2 |+[o10

\o0o o0 -1 00 1 00 —1 00 1
02 1 4 0 1

— 00 2 0 4 2
00 —4 00 0
0 8 4

— 00 0
00 0

Asi que tenemos las siguientes conclusiones:

(1) En (1.2.8) y (1.2.9) se verificé que

Pr(IT3) = (0)
(2) En (1.2.8)

(3) En (1.2.9)

Lo anterior nos motiva para hacer la siguiente:

Definicién 2.0.3.
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Si A € Mg(n) entonces llamaremos anulador de la matriz A, al conjunto
I(A) = {p(x) € Klz] [ p(4) = (0)}
Ejemplo 2.0.4.

p(x)=(z—3)2%(x+1)€I(A)si A= (

OO W
O W N
|

[ NGRS
~__—

Algunas propiedades de I(A)

(1) Sip(z) € I(A) y q(x) € I(A) entonces
(p(x) — a(z))(A)

I
=
=
|
S
=

= (0)
Luego, para cualquier A € Mg(n) tenemos que
p(x) e I(A) N q(z) € I(A) = (p(x) — q(x)) € I(A)
(2) Sea a € Ky p(x) € I(A) entonces

(a-p(x))(A) = a-p(4)

= (0)
Luego, para cualquier A € Mg (n) tenemos que
acK A plx)el(A) = (a-p(x)) € I(A)
(3) Si A € Mk(n) entonces el polinomio P4(A\) = det(A,, — A) € I(A).

En efecto

Para n = 2 tenemos

a a .
A= ( H 12), asi que:

a1 Q22

My — A= <(A —ou) o )

—a1 (A —ag2)
Luego,

det(A\l, — A) = det<<(A__aZfl) (A:aciz)»

= (A—ann)(\—a) —aza

= A — (a11 + an)) + (a11a22 — a12a21)



2. UN CRITERIO DE DIAGONALIZACION 109

Asi que,

Pa(A) = A% — (a11 + axn)A + (a11a22 — arza2;)

1 0
— ( a12> — (a11 + ag2) (Z; Z;z) + (a11a22 — a12a21) (0 1>

2
a11 + ai2a21 ai11a12 + a12622 ) _ < ajy + a11a22 aiia12 + a22a12>

2 2
a21a11 + a22a21 a21a12 + a5y a11a21 + a22a21 a11a22 + a5y

" (a11a22 — a12a21) 0
0 (a11a22 — ai12a21)
(00
o 0 0

En general, podemos hacer lo siguiente:
Etapa 1 Informacién previa:

Vale el siguiente teorema ver [4]

Si
ail ai2 aiz ... Qip
as1 G2 Q23 ... Q2p
(i) A= | @31 a2 as ... asp
apl Gp2 Ap3 ... Gpp
A A Ao A\’
Aoy Ago Agg ... Ay,
(ii) Adj(A) = | Bs1 Az Agz ... Agy |
es la matriz adjunta de la matriz A, entonces
(iii)
(145) (M, — AAdj(M, — A) = det(\, — A)I,

Etapa 2 Datos:

Como, A;; = (—1)"" det((A\I, — A);;) entonces es un polinomio de grado (n — 1),
para cada i y para cada j, asi que:

(146) Adj( ML, — A) = AN 4 N"2B, 2+ A"PB, 3+ -+ By
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Donde cada B; para i =0,1,...,n — 1, es una matriz de orden n.

y
(147) det( M, — A) = X"+ by A" L4 by oA 2 4o+ by

Etapa 3 Ejecucion:

Aplicando, (146) y (147) en (145) tenemos;

n—1
(AL, — A)Adj(M, — A) = (A, — A) (Z )\"BZ)
=0

n—1 . n—1 .
— Z \tlp Z N AB;
1=0 1=0

= —ABy+ \Bo— ABy)+---+ X" YB,_2 — AB,,_1) + \"I,

Aplicando este resultado en (145) e igualando coeficientes tenemos el sistema de
ecuaciones:

—ABy = byl,
By—AB; = bl,
By — ABy = b,
By — AB3s = b3l,

Bn—2 ABn—l = bn—lfn
Bn—l = In
Multiplicando por A, A%, ..., A" 2 vy sumando miembro a miembro tenemos que:
—ABy = bol,
ABy— A’B; = hA
A’B) — A3By = byA?
A3By — A*B; = b3A3
An—2Bn73 _ An—an72 — bn72An—2
An_an,Q —A"B,_1 = bnilAn—l
A"B, 1 = A"
(0) = Pa(4)

(4) Una aplicacién inmediata de lo anterior es la siguiente:
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Si T € Lk (V) entonces para cualquier base o de V,
(148) Pr(\) = det(\, — [T)%) € I([T])

Este resultado se conoce como ” Teorema de Cayley ”. Asi que en particular, I([T7]5) #

0
Definicién 2.0.5.
Sea A € Mg(n) entonces diremos que m () es el polinomio minimo de A si:
1. ma(A) = (0), es decir ma(A) € I

2. m4(A) es ménico, es decir su coeficiente lider es uno.
3. Sip(A\) € K[\ tal que p(A) = (0) entonces d(ma(N)) < I(p(N))

Ejemplo 2.0.6.
En (1.2.8) Pr(A) = (A = 3)2(A + 1) y el polinomio minimal es:

mr(A) = (A=3)(A+1)
En (1.2.9) Pr(A) = (A= 3)?2(A + 1) y el polinomio minimal es:

mr(\) = (A—3)*(A+1)

Como también sabemos en (1.2.8) T es diagonalizable y en (1.2.9) T no es diagonalizable,
luego la diferencia es el polinomio minimal, respecto de este tenemos los siguientes resultados:

Lema 2.0.7.

Si T € Lk (V) entonces vale la equivalencia
(149) Pr(Mo) =0<= mp(Ag) =0
Es decir, el polinomio caracteristico y minimal tienen las mismas raices, para una demostracion
ver [14]

Teorema 2.0.8.

SiT € Lg(V) tal que Pp(\) = H()\ — X\i)" para (\; # A;) entonces
i=1
(150) T diagonalizable <= mp(\) = [[(A = \)
i=1
en efecto

Sea A = [T]5,, donde « es una base cualquiera de V entonces

A diagonalizable <= (30; una base de vectores propios de V)

= A=D3Is

Donde,
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115 = diag{\,.... A}
- ]

A1

L | )\S
— ) = me (T (115) )

— mr(4) = 1 me (1)) (103)
Pero, mr([T]5) = (A= A1) (A = A2) -+ (A= Ay)

2.1. Ejercicios Resueltos.

(1) Sea T € Lg(R3) tal que T'(x,y,2) = (—x + 2,22 + 3y + 42, —x — 32) entonces

Etapa 1. Construyamos el polinomio caracteristico:

(i) Determinemos [T]gg;

@ -1 0 1
C
A= [T]C(3) = 23 4
-1 0 -3
(ii) Determinemos el polinomio caracteristico:
A+1 0 -1
Pr(\) = det -2 A-3 -4
1 0 A+3

= A=3)(A+D\+3)+1]
= (A=3)[\ 4+ 4\ +4]

= A=3)(\+2)?
Luego, los valores propios son:
V.P = {-2,3}

Etapa 2. Verifiquemos si T' es diagonalizable:

-4 0 1 10 1
(A—3I3)(A+2L5) = 2 0 4 2 5 4
-1 0 —6 -1 0 -1

£ 0

Asi que T no es diagonalizable.
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(2) Sea T € Lr(R[x]) tal que T(ag + a1z + a22?) = as + apz + a1z? entonces
Etapa 1. Construyamos el polinomio caracteristico:

(i) Determinemos [T]gg;, donde p(2) = {1,z, 22}

@) 0 01
_ p _
A= [T]p(2) = 1 00
010
(ii) Determinemos el polinomio caracteristico:
A 0o -1
Pr(A) = det| —1 A 0
0O -1 X
= A2 —-1
= AN-1

= A=D1\ +A1+1)
Luego, el valor propio real es:
v.p = {1}

Etapa 2. Verifiquemos si T' es diagonalizable:

Como m.a(1) =1 entonces m.g(1) = 1, asi que T no es diagonalizable.

3) Sea T € Lr(Mg(2)) tal que T(A) = A — A entonces
(3) (Mg (2)) tal que T'(

Etapa 1. Construyamos el polinomio caracteristico:

(i) Determinemos [T E ; donde
1 0 0 0 O
m(2 1 0)\0 1
0 0 00
om0 1 -1 0
A=) =0 -1 1 0
0 0 00
(ii) Determinemos el polinomio caracteristico:
A 0 0 0
B 0 A=1) 1 0
Pr(\) = det 0 1 (A—1) 0
0 0 0 A
= N\A-2)

Luego, los valores propios son:

VP = {0,2)

113
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Etapa 2. Verifiquemos si T' es diagonalizable:

A€ (Mp(2), <= Ae(Mg(2)AT(A)=2AA
= AeMp2)AA—A =XA (%)

Asi que de (*) sigueue que:

A€ (Mg(2), <= A€ Mgr(2)AA-A"=(0)
= Aec (Mg(2))AA=Al

2 2 0
e det(A) = 4, luego A es invertible

3 1 -1
(4) Sea A=| 2 2 —1 | entonces

e (Calculemos su polinomio caracteristico:

(A=3) -1
Pr(\) = det(( —2 (A-2)

-2 —2

(( A—=1) 1-2X
= det -2 (A=2)
-2 —2

- (A—l)det(<(/\__22) i))—(l—A)det<:§ i)

= A=DAA=2)+2)+ (A —1)(=2A+2)

>R O >
~
~ — ~—__—

N————

= A=DN=-22+2-21+72]
= A=1)(\—-2)?
= A +5\ -8\ +4

e Estudiemos si es diagonalizable; es decir, veamos si el polinomio minimal es

2

mr() £ (A= 1)(A—2)
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2 1 -1 11 -1
(A-I)A-2) = [ 2 1 -1 2 0 —1
2 2 —1 2 2 —2

2 0 —1

= [ 20 <1

2.0 2

# (0)

Luego A, no es diagonalizable.
e Podemos usar el polinomio caracteristico para, calcular A~!, como sigue:

PiN) =X —5X\2 48\ —4 = A3 —5424+84—-4=0

—  A(A% —5A +8I3) = 43

— A GAZ — ZAJF 213> =I5
— Al= iAQ — ZA+ 215
(5) Sea V, un K espacio vectorial y o« = {wv1,v2,vs,...,v,} una base de V tal que:
(i) Vi, = {v,02,...,0.) A A eK
(i1)) Vi, = {vrg1,0r42,...,0s}) A A €K
(iii) Vg = {Vs41,0s42,---,0n}) A Az eK
(a) Determine T € Lg (V)
Etapa 1. Lo que debo hacer o me estan pidiendo:
Debemos determinar T'(u), (Vu;u € V)
Etapa 2. Datos:
e v, eVy &T(v;) =M v (Vis1<i<r)
e v, eV, &T(v;)) =X v; (Vizr+1<i<s)
o v, eV, &T(v;)) =Nv; (Vi;s+1<i<n)

e Como « es una base de V, entonces para cada u € V existen tnicos
escalares en K, tales que:

n
u= Z a;v; ()
i=1

Etapa 3. Ejecucion.
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De (%), sigue que:

T(u) = <Zawl+ Z a;v; + Z azvz>

i=r+1 1=s+1

r s n

= Z aiT(vi) + Z aiT(vi) + Z CLZ'T(UZ')
=1 i=r+1 i=s+1
= Z a;A\1v; + Z a;A2v; + Z a;A3v;
i=r+1 1=s+1
= M\ ZCLZUZ + Ao Z a;v; + A3 Z a;v;
i=r+1 i=s+1

(b) ¢ T es diagonalizable ?

Como « es una base de vectores propios de 1" entonces T', es diagonalizable y

o -

A1

A2
(151) T]e =
A2

A3

(¢) ¢ T es un isomorfismo ?

Sabemos que T es un isomorfismo si y sélo si det(7") # 0, asi que en este caso;

T isomorfismo <= AjAoA3 #0
— N#0 (Vi;i=1,2,3)

(d) ¢ T! es invertible ?

Observamos que si \; # 0 (Vi;i = 1,2,3) entonces T~! existe y vale la férmula
fundamental

Tu)=v <= u=T ')

Asi que en particular, tenemos
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Paral <:<r

T(v;) = Ao = vu=MT"v) = T Yv)=x+uv
Parar+1<i<s

T(v;) = \ov; = v=MT" ) = T ' (y)= oV
Paras+1<i:<n

T('Ui) = )\31)1' < v = )\3T71(’Uz‘) s Tﬁl(’ui) =

2.2. Ejercicios Propuestos.

(1) Verifique jcudl de los operadores propuestos en (1.3) es diagonalizable?
(2) Sea A = (ai;) € Mg(3) tal que
P aij;«éo ZSiiSj
Y00 : en otro caso

e Determine valores propios y subespacios propios de A.

e Determine el polinomio minimal de A.

11

(3) Dada la matriz A = ( 0 a ) Determine el conjunto:

S ={a € R| A es diagonalizable}

1 a

(4) Dada la matriz A = ( 01

>. Determine el conjunto:

S = {a € R| A es diagonalizable}
(5) Considere la matriz A = (a;;) € Mg(n) tal que:

m :sit=7
P
“ a :sii#]

Donde, m # 0 y a # 0. Demuestre que
o PA(N)= (A~ (m—a)" '(A=(m+ (n—1)a))

o det(A) = (m—a)" - (m+ (n—1)a)

0 7 —6
(6) Determine A™. Si (a) A = ( ::1)) 3 > y(b)A=| -1 4 0
0 2 -2

3. Aplicaciones

3.1. Modelo de Crecimiento Poblacional.

117
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(1)

(152)

3. INTRODUCCION AL PROCESO DE DIAGONALIZACION

Planteamiento del Problema

Analisis de un modelo que describa el crecimiento de una poblaciéon us-
ando valores y vectores propios.

Modelo 1
Hipotesis de Trabajo

Suponemos que una cierta especie crece a una tasa de crecimiento constante en el
tiempo (el tiempo, puede ser una hora, un dia, una semana, un mes, un ano, etc.)

Un tal caso, es dado si por ejemplo:

e Cada generacién es distinta y,

e Cada organismo produce ”r” crios y después muere.
Asi si py, representa la poblacion después de t, periodos entonces la ecuacién que rige
el crecimiento de dicha poblacion es:

ps =rps_1 equivalentemente p; = rtpo
donde, py representa la poblacion inicial.
Conclusién al Modelo 1
(i) r>1= lim p, = lim r'py = A.

Es decir, la poblacién aumenta geométricamente (sin cota superior) en el tiempo.
(i) r=1= tlim Pt = tlim r'po = po.
— 0 — 00

Es decir, la poblacién mantiene crecimiento constante independiente del tiempo.
(iii) r < 1 = Jim p = lim ripy = 0.
— 00 — 00

Es decir, la poblacién disminuye geométricamente a cero en el tiempo y por tanto
se extinguira.

Algunos problemas del Modelo 1
(i) El crecimiento de una poblacién en general no es a tasa constante.
(ii) En general el numero de crias que puede generar una hembra depende de su edad
Modelo 2
Hipdtesis de Trabajo

Se estudiard un modelo de crecimiento poblacional, para una especie de péjaros,
que satisface las siguientes condiciones:

(1) Niumero de hembras = Numero de machos
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(2.1) p(j,n — 1) = Poblacién juvenil de hembras en el afio (n — 1)
(2.2) p(a,n — 1) = Poblacién adulta de hembras en el ano (n — 1)

(3) a=probabilidad con que los pajaros jévenes que sobreviven y llegan a adulto en el
ano n.

(4) k= promedio de péjaros hembras jévenes, generado por las hembras adultas que
sobreviven.

(5) = probabilidad con que los pdjaros adultos sobreviven de una primavera para
otra.

(6) Toda la informacién anterior puede ser computada via las ecuaciones:

p(j,n) = kp(a,n —1)
(153) plan) = aplin—1) + Bplan—1)
Equivalentemente
p(jan) _ 0 k p(jan_l)
(154) <pun—m> - <a ﬁ>(an—D>
p(n) A p(n—1)

Anadlisis matematico del modelo

e De (154), sigue que
p(l) = AP(0)

p(2) = AP(1) = A*p(0)
p(3) = AP(2) = A%(0)
pn) = AP(n—1)= A"p(0)
e Determinemos el polinomio caracteristico de A:
PA(\) = det ( A ( F 5 )
= AMA—0) —ka
= N - )\8-ka

Luego,
Pia(A) = A =)\ —ka

e Ahora, para calcular los valores propios hacemos P4(\) =0
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Es decir;
PiN) =0 <= N —-\3—ka=0

\_ BE VBt dka

2

—

Luego, los valores propios son:

— {B—\/52+4ka ﬁ+\/52+4ka}
T 2 ’ 2

Ademds A\ y Ay satisfacen las propiedades:

(i) a€0,1] y B €[0,1] y k > 0 entonces 3% + 4ka > 0

(i1) Si A; = CARVAC i ”B;Hka Yy Ay = CARVAC—L Vﬁ;%Y entonces A1 > Ao y |A1] > [Aqf

e Sea o = {v1,v2}, base de vectores propios de Mg(2), correspondiente a
los valores propios A1 y Ao, respectivamente entonces valen las siguientes
propiedades:

(i) Como p(0) € Mg(2) y a es base de Mg(2) entonces existen tnicos
escalares a1, as tales que

p(0) = <z§)((ézj,7(())))> = av1 + agvy

(ii) Sustituyendo en la ecuacién central p(n) = A"p(0) tenemos que

p(n) = A"(a1v1 + agve)
= a1A"vy + as A" v9

= a1>\7llU1 + az)\gvg

A n
= A7 <a1v1 + |:—2:| (12’[)2)
A1

(6) Conclusién al Modelo 2

e lim p(n)= lim A} (alvl + [%} a202> ~ Aajv

n—oo 1
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(7) Algunos problemas del Modelo 2

(i) La tasa de nacimiento y muerte cambia con frecuencia de un ano para otro y
depende del clima, este modelo supone clima constante.

(ii) Muchas especies poseen una tasa de nacimiento y muerte que varia con el tamano
de la poblacion, en particular una poblaciéon no puede crecer indefinidamente a
una tasa constante, caso contrario dominaria la tierra.

Ejemplo 3.1.1. Apliguemos el modelo para el siguiente caso:
(1) Datos particulares:

o k=2
e =03
e 3=0.5

e p(0) = (100)

(2) Determinamos los valores y vectores propios de A = <

0.0 2.0
0.3 0.5

(i) Sus valores propios son:

V.P = {—05639, 1.0639} = {\2, \1}

(i1) Sus vectores propios son:
_ —0.9625 —0.8829
@ = 0.2714 )\ —0.4697
_ 0.9625 0.8829
o —0.2714 )’ \ 0.4697
= {vz,v1}
(3) Aplicando las conclusiones del modelo 2, tenemos que:
p(n) =~ Nlajvn

~ 1.0639”@1’01

Como A1 > 1 entonces la poblacion crecerd.






CAPITULO 4

Espacios Vectoriales con Producto Interno

1. Norma
Motivacion 1.0.2.

Sea V =R?y v = (z,y) € R? entonces podemos asociar a v una flecha como en la Figura.

(z,y)

(0,0)

Figura 16

Si notamos:

F? = {Conjunto de flechas como en figura 1}

entonces

(1) Existe una biyeccién natural entre R? y F2, definida como sigue:

Y R? — F?
(z,y) — o(z,y) =v
Donde v es una flecha que parte en (0,0) y termina en (z,y).
(2) Podemos Equipar a F? con estructura de R - espacio vectorial haciendo lo siguiente.
Si @(z1,41) = v1 ¥y p(22,y2) = v2 entonces
(a) vi +v2 = p(21,y1) + (22, y2) = p(21 + T2, 91 + Y2)

(b) Avi = Ap(x1,y1) = Az, Ayr)

123
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Asi F? se transforma en un R - espacio vectorial ” Isomorfo ” a R2.

(3) Es natural entonces preguntar en F2 por el largo de una flecha v, que denotaremos por
l(v), para ello estudiemos la siguiente figura.

(z,y)

(0,0) T

Figura 17

De acuerdo al teorema de Pitdgoras [(v) = v/2? + y? y luego tenemos inducida una
funcién largo en F? definida por:

l: F2+—— Rt U {0}
tal que

l(v) = V2?2 + y? <= v = ¢(x,y)

(4) Como F? = R? entonces tambien tenemos una funcién ” largo ” en R?, que llamaremos
genericammente ” Norma ” definida por:

Il : R*—RTU{0}
(z,y) — (@)l = Va? +y?

Asi,

1@, y)l| = ez, y) = U(v)
(5) Sea c(2) = {(1,0),(0,1)}, la base canénica de R? y s(2) = {e1, e2}, su correspondiente
base canénica en F2,

p(L,0)=e1 A ¢(0,1) = ez

entonces el efecto es el siguiente:

(z,y) = 2(1,0) + y(0,1) € R* — o(z,y) = ze; + yes € F°

(a) ; Qué pasa con el largo en F? y con la norma en R?, si consideramos una base
arbitraria o = {(x1,91), (x2,%2)} € R? y su correspondiente o/ = {u1,us} € F2 ?

Estudiemos la situacién méas o menos genericamente en la siguiente figura.
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{uz})

{u})

0,0) /

Figura 18

entonces
(i) sinf = — = a = ysind
Y

b
(ii) cosf = ; = b=ycosl
(iii) Del teorema de Pitdgoras sigue que;
l(v) = V(x+b)?+a?
= (z+ycosh)? + (ysinbh)2

= 22+ 2zycosl + y2

Luego, en R? tenemos que:

(2, y)|| = Va2 + 2zy cos 6 + y2

™

En particular, si # = T entonces |[(z,y)|| = /22 +y? y las normas asi
definidas dependen de la base escogida.

(b) Finalmente, es claro que [ 6 || || satisfacen las siguientes propiedades:
@) @ y»l=0 A f@yl=0=z=y=0
(i) [1AGz, Il = [Alll ¢z, vl
(ifd) [[(z1, 91) + (22, y2) || < [[(z1, y0)ll + [[(22, o)

(6) Consideremos la siguiente situacién geométrica en F2.
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V2

Figura 19

entonces vale la siguiente identidad, conocida como ” Ley del paralelogramo ”

(155) o1+ v + i =) = 2 ([P + [1(02))

En R2 serfa de la forma
(@1 + 22,1 + y2) P+ (1 — 22,5 —2)* = 2([[(z1, 9011 + [|(z2, 92)]1%)

(7) En R? tenemos que

(I(z1 + z2, 91 + v2)|I* + (21 — 221 — 2)|°) = 122+ 1192

PSS,

2 7

Asi, cuando la norma satisface la induce una especie de

producto entre vectores de la forma

Ley del paralelogramo

((x1,91), (x2,92)) = T122 + Y172



(156)

(157)
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En particular,

((@1,91), (21, 91)) = 21 + 97 = (l(21,91)])?

(8) Finalmente, consideremos la siguiente situacion fisica.

(3727312)

Figura 20

Es decir, consideramos un objeto que se mueve en linea recta desde el origen del
sistema hasta (x1,¥;), con un dangulo 60;; por accién de una fuerza constante F' descri-
biendo un angulo 6,.

Sabemos que en este caso el Trabajo realizado es regido por la ecuacién
T =1(F)l(v)cosf

En la Figura tenemos que 6 = 65 — 61 entonces

cosf = cosbycosbi; — sinfssin

Esto es,

ECREIU IS
I(F) I(v) " U(F) I(v)

Sustituyendo ( 157) en ( 156), tenemos que

cosf =

T = z122 + y192!!
Ademds si v = F entonces T = 22 + y?
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Definicién 1.0.3.

Sea V un K - espacio vectorial,  K=R V K=C)y f: V — Rt U{0}, una funcién; f serd
llamada una ” Norma ” sobre V si y solo si

(1) flu)=0<=u=0
(2) TOw) = \f(e) AeK
(3) flu+v) < f(u)+ f(v) (Desigualdad triangular)

Ejemplo 1.0.4.
(D) Il : R® — RT U {0} n>1tal que

n 2
(21,2, )| = |23
j=1

(2) Sea V =0C([0,1)) ={g:[0,1] — R | g funcién continua en [0, 1]}
Define la norma:

lgll = sup{lg(t)| /t € [0,1]}
(3) Sea V. =C([a,b] ={f : [a,b] — R/ f funcién continua en [a, b]}

entonces definimos

b
1] = / )] de
Definicién 1.0.5.

Sea V un K - espacio vectorial. V se llama un espacio normado si existe una norma definida
en V. En tal caso lo notaremos como (V |||, K)
Mas adelante tendremos oportunidad de profundizar mas este concepto.

2. Preliminares sobre Producto Interno
Motivacion 2.0.6.
Consideremos un K espacio vectorial de dimensién n y a = {v1,v2,...,v,} una base de V'
entonces automdaticamente pensamos en el meollo del Algebra Lineal, es decir que, para cada
v € V existen Unicos escalares que representan al vector v, en forma tedrica o practica respecto

de esa base.
En simbolos

n
v = E a;v;
=1

a
a2

Gn,
Mas aun,
[Jla : V +— Mg(nx1)
v — [U]a

Es un Isomorfismo de espacios vectoriales y ademas podemos observar los siguientes puntos
centrales:
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(1) Dada la base y el vector v, la determinacién de los escalares a; i = 1,2,...,n en el
cuerpo K se realiza a través de un sistema de ecuaciones.

(2) Lamentablemente la resolucién del sistema de ecuaciones implica que la bisqueda es
secuencial, esto es, para conocer a;, por ejemplo debo conocer a;_1.

., Y qué tiene de malo una busqueda secuencial 7. La respuesta es depende de |
quién 7 y j qué se ejecuta ?
Por ejemplo
(i) De grano en grano un zorzal se comid una vifa, en este caso para el zorzal no hay
problema, probablemente se encuentre ” feliz ”.
(ii) Suponga que Ud. desea pedir un préstamo en el Banco U, en esta empresa Ud. es
lo siguiente para su Ejecutivo de Cuentas:

r fulano de tal 7
5204401-4
casado

empleado
Ud =

pocos miles
morro 2
latino

i, Cudl cree Ud. qué es la casilla favorita del ejecutivo ?, acerté en pleno, imagina
que el tuviese que leer todas las casillas (posiciones) anteriores a los pocos miles
para pensar en su préstamo, si asi fuese, lo mas probable es que se quedara sin
comprar su PC favorito.

(iii) ; Coémo cree que el ejecutivo accedi6 a la casilla correcta. ?
Probablemente el procedié de la siguiente forma:

e Generd una matriz adecuada, con ceros en la posicidon que no le interesa, es
decir construyo

o O OO

FEjecutivo =
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e Procedié a multiplicar por cero, como antano, para eliminar lo indeseable,
es decir

" fulano de tal 7
5204401-4
casado

empleado >

o O OO

(Ejecutivo,Ud.) = < B

—_ ..

pocos miles
morro 2
0 L latino

[an)}

[ fulano de tal 7
5204401-4
casado
empleado

o O OO

pocos miles
morro 2
0 L latino

O =

= pocos miles

e No califica

(3) No obstante el resultado de la gestién, hemos obtenido la siguiente moraleja o ensefianza,
la cual modelaremos tecnicamente como sigue.

(a) Como v = {v1,v2,...,v,} es una base de V entonces dados los vectores u y v de
V' existen unicos escalares tales que:

ai

n a

(158) v= Zaivi = [, = ’

i=1
Gnp,
y

by

L b

(159) u=S b, = [u,=| .

=1
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entonces definimos, siguiendo al ejecutivo

by a
bg a9
<U,’U>a = < . ) . >
b, an,
- bl _t — al -
ba as
- bl —.t — al -
bo a2

i=1

(b) Ejemplo
(i) V= R? ya= 6(2) = {(170)7 (0, 1)}

(160) ((x1,91), (T2,92)) = w122+ Y192
(ii) V =R? y o= {(17 1)7 (17 _1)}

o (z,y)=ai(1,1) +azx(l,—1) <

T+ xr —
ap = 5 y Nag = ?y
e Luego,
r+y
2
e Asi que,
1
(161) ((z1,91), (22, 92)) = 5(3311’2 + y1y2)

(c) Antes de concluir esta motivacién, observamos que a causa de las propiedades del
producto de matrices, el producto debe tener las siguientes propiedades:

(i) (u,u) >0

En efecto
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(ii) (u~+v,w) = (u,w) + (v, w)

En efecto

(ut+v,w) = ([u+tva, [Wa)

(iii) Analogamente
(u,v +w) = (u,v) + (u, w)
(iv) (A u,w) = ANu,w)

En efecto
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Auw) = [N ufglul,

n

= Z)\Uﬂsz
=1
n

= )\Zuiwi
=1

= ANu,w)

(v) Andlogamente (u, \w) = \(u, w)

(vi) (u,w) = (w,u)

En efecto

n
= Zuiwi
=1

 —
= Zwiﬂi
=1

= <w7u>

Todo lo anterior nos obliga a hacer la siguiente

Definicién 2.0.7.

Sea V un K - espacio vectorial. V se dice un espacio con ” Producto Interno ” é un espacio
” Prehilbertiano ” si y sdlo si existe una funcion.

() : VxViesK
(u,v) — (u,v)
tal que
(1) (v,v) >0 (Mv,veV)A(v,v) =0<=v=0

(2) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
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3)
(4)
()
(6)
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(a0 + ) = (u,0) + {1, 0)
(Au,v) = AMu,v)

(u, W) = Mu,v)

(u,v) = (v,u)

Ejemplo 2.0.8.

(1)

(162)

(163)

(166)
(4)
(167)

()

(6)

En K" definimos:
n
<(xlax25"'7$n)’(ylay27"'ayn)> = Z'I]gj
j=1

El producto definido en ( 162) se llama producto interno candnico de K", debe obser-
varse que si K =R entonces ( 162) se transforma en:

n
<($17$27”'7xn)7(y17y27"'7yn)> = ijy]
j=1

En C([a,b]) define \
() = [ swgte)as

. Ejercicios Propuestos.

Sea V un K - espacio vectorial Prehilbertiano.
Demuestre que

[{w, )| < full o]}

La desigualdad definida en ( 164), se conoce con el nombre de ”Desigualdad de Cauchy
- Schwarz”
Demuestre que

V' Prehilbertiano = V' Normado

(Sugerencia: Muestre usando ( 164) que
[0l = v/{v,v)

Es una norma)

La norma definida en ( 165) se llama norma proveniente del producto interno 6 norma
inducida por el producto interno.

Si V es un K - espacio vectorial Prehilbertiano entonces demuestre que la norma sat-
isface la Ley del paralelégramo.

e.e. vale la identidad

lu +ol* + lu = vl|* = 2([[ul® + [Jo]|*)

Si V es un K - espacio vectorial Prehilbertiano entonces demuestre que
1
(uv) = 7 [lu+ol* = u—v]?]

La identidad ( 167) se conoce como Identidad de Polarizacién.

Sea V un K - espacio vectorial normado. Demuestre que si la norma satisface (166)
entonces V es un K - espacio vectorial Prehilbertiano.

e.e. la norma satisface ( 165)

V es un K - espacio W

vectorial Prehilbertiano
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(7) Determine una base ortogonal, respecto del producto interno usual,para el subespacio.

W= {(z,y,2,t) ER® |z —y=0At+2=0}

(8) Sea (V, (,), K), un espacio vectorial y W un subespacio del espacio vectorial V,
(W < V). Considere el conjunto

W = {ue V| (uw) =0Vw;we W}

e Demuestre que W es un subespacio de V

e Demuestre que V=W @ Wt

entonces define para parau €V yv e V.
d(u,v) = [lu —vl|
Demuestre que
(a) du,v) >0 A du,v)=0<=u=v (Y(u,v);(u,v) €V?)
(b) d(u,v) = d(v,u) (¥Y(u,v);(u,v) € V?)
(c) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (V(u,v,w); (u,v,w) € V3)

d(u,v) se la llama la distancia inducida por ||| entonces (V,d), se llama un espacio
métrico.

Asi,
V. () = Il = (V.d)

3. Bases ortogonales

Motivacion 3.0.1.

Aunque nuestro astuto ejecutivo, encontro la forma de determinar la coordenada que a él le
interesaba, no obstante hay todavia un pequeno problema.

Para determinar una coordenada hay que ser capaz de tener, la o las coor-
denadas del vector !!!

Asi que manos a la obra.
Sea V un K - espacio vectorial y a = {v1,v2,...,v,}, una K - base de V.
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e.e.
Para cada v € V existen unicos escalares ai, a9, ..., a, en K tales que

n
(168) v o= Zajvj
j=1

Equivalentemente
ai
a2

(169) V], = ) € Mg(n x 1)
an

Asi, lo expresado en ( 168) 6 ( 169) es simplemente el ” Objetivo fundamental ” del algebra
Lineal, e.e. ” Para conocer completamente un vector de V basta conocer sus ” Coordenadas
respecto del Sistema de Informacién «. ”

Entonces parece natural que debamos analizar el efecto del producto interno (si es que lo
hay) en el proceso de bisqueda de coordenadas. Es inmediato de observar que la ventaja del
producto es que, permite implementar la preconcebida maxima ” multiplicate por cero ” la cual
sin duda para bien 6 para mal reduce en cualquier caso el problema.

Estudiemos el problema en R? 6 en F?, recuerde que son isomorfos.
Sea a = {v1, v} una K - base de F? entonces para v € F? existen tnicos a1, as en K tales que

(170) v = ai1v1 + agvs

Supongamos ademds que (v1,v2) = 0 entonces podemos multiplicar ( 170) por v; por ejemplo
para obtener;

(v,v1) = (a1v1 + agva,v1)
= ai(v1,v1) + ag(ve, v1)
= ai(vi,v1)
Luego,
a; = <U7 ’U1>
(v1,v1)
analogamente
ag = <U7 '02>
(v2,v2)
Conclusién 3.0.2.
(v,v1) (v, v2)
171 0= v =
( ) <2)1,2)2> v <U1,U1>v1 + <02702> ()

Finalmente ; Qué significa geométricamente el hecho (v1,v9) =0 7
Consideremos la figura 6
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(w2,92)

Figura 21

Entonces
r122 + 1192 =0
l[(v1) cos B11(va) cos Oz + l(v1) sin Byl (va) sinfy = 0
[(v1)l(ve) cos(B2 — 61) =0
l(v1)l(vz) cos@ =0
g="
2

<U1,U2> =0

[

(% 1 V2
Definicién 3.0.3.

Sea V un K - espacio Prehilbertiano y considera v € V y v € V. u se dird ortogonal a v si
y s6lo si (u,v) = 0.
Notacién: u 1L v <= (u,v) =0

Lema 3.0.4.

Sea V un K - espacio Prehilbertiano y W un subespacio de V entonces
(172) Wt={veV| (v,w)=0NVw,we W)}
es un subespacio de V.

entonces
(1) P.d.q.

0, € W+
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En efecto

(0,w) = (0+0,w) = (0,w) + (0, w) VYw;w € W)

Luego,
(0,w) = (0,w) + (0, w) = (0, w) =0 (Yw;w € W)
Asi, 0, e Wt
(2) P.d.q.
weWtAveWt =ut+vewt
En efecto

Sean u € W+ y v € W entonces

(173) weWt — (u,w)=0 (NVw;weW)
(174) veWt —= (v,w)=0 (Vw;weW)
asi que
(u+v,w) = (yw)+ v,w) NwweW)

= 0+0 aplicar ( 173) y( 174)

Luego, u +v € W+

(3) P.d.q.
AeKAveW! = eW
En efecto
(175) Qv,w) = Mo,w)  (Vwyjw € W
(176) = A0 aplicar ( 174)
(177) =0

Luego, A\v € W+

Asi, W+ es un subespacio de V.

Definicién 3.0.5.

W serd llamado ” Complemento Ortogonal ” de W en (V,(,)).

Ejemplo 3.0.6.

Sea W = {(z,y,2) € R} |2 —y + 2z = 0} y consideremos el producto interno candnico en R>
entonces
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weW <= w=(z,y,2) ER3Az—y+2=0
— w=(z,y,2) ERPAz=—z—y
— w=(zr,y,—xr—y) N[z € RAyYy ER]
— w=2(1,0,-1)4+y(0,1,-1)A[zr e RAy € R]
<— we {{(1,0,-1),(0,1,-1)})

Luego,

(178) W= ({(1,0,-1),(0,1,-1)})
(2) De ( 178), sigue que
Wt ={veR? (v,(1,0,-1)) =0 A (v,(0,1,—1)) = 0}/ s Por qué ?

Ast que,

veWt = veRA(v,w)=0 (Vw;weW)
v=(2,y,2) € R A[{(2,9,2), (1,0, -1)) =0 A
<(m,y,z), (07 L, _1)> = 0]
v=(2,9,2) ER3AN[z —2=0Ay—2=0]

!

<~

— v=(z,y,2) ERPANz=y=2
— v=(z,z,x) ANz €R

— v=z(1,1,1)AzeR

— wve{(1,1,1)})

Asi,
Wt ={(1,1,1})
Lema 3.0.7.
Sea V' un K-espacio Prehilbertiano y considera a = {v1,va,...,v,} C (V —{0y}) entonces
v; Lvj i# j=>a esun conjunto linealmente independiente en V.
Prueba
P.d.q.
n

Zajvj:O:>aj:O (1<j<n)

j=1
En efecto

n
Supongamos que Zajvj =0 a; € K;(1 <j<n) entonces como ahora podemos multiplicar,
j=1
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lo hacemos e.e.
n
0 = (Zajvj,vk) (1<k<n)
j=1
n
= Zaj<vj,vk) (1<k<n)
j=1
= ap(vg, vg) (recordar que v; L v; i # j)
Finalmente,
vg # 0 4 por qué? = (v, vg) #0

Asi, que ap =0 (1 <k <n). Lo que muestra que « es un conjunto linealmente independiente
en V.

Definicién 3.0.8.

Sea V' un K-espacio Prehilbertiano y considera o = {v1,va,...,v,} CV entonces a serd llamada
una ” Base Ortogonal 7 si

(1) « es una base de V

(2) Sij #k entonces (vj,vp) =0 (v; L vg)

Ejemplo 3.0.9.

(1) sea a = c(n) la base candnica de C™ y (,) el producto interno candnico entonces.

<ei,ej>:{1: i=3j

0: i#j
(2) Sea V= ({1,sinz, cosx,sin 2z, cos 2z, . .. ,sinnx,cosnx}) y define en V el producto in-
terno:
s
(179) (fro)=[ [()g(t)dt
—T
entonces a = {1,sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, . . ., sinnz, cosnz} es una base ortogonal de

V', respecto de ( 179)

En efecto
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(sinkt, cos st) = / sinktcosstdt k # s

1 s 1 ™
<k+scos(/€+s)t\ﬂ+ k_scos(k—s)t|7r>

Usando técnicas de transformacion de dngulos analoga a la desarrollada encima
obtenemos.

(sin kt, sin st) 0 k+#s
(coskt,cosst) = 0 k#s

Observacién 3.0.10.

Sea V un K-espacio vectorial Prehilbertiano y o = {v1,vg,...,v,} una base ortogonal de V.

(1) Seawv € V, como « es base de V' entonces existen n-escalares (en K), digamos ay, as, . . . an,

n
tales que v = E a;v;.
j=1

Entonces

(v,v) = <Zajvj,vk> (1<k<n)
j=1

= D ajlvj o) (1<k<n)
j=1

= ap(vg,vg) (1<k<n)

Asi, tenemos la ecuacion fundamental.

(v, 08) _ (v, 08)

(180) W o) [kl (1<k=n)
(v,v1) (v,v1)
(v1,v1) [[o1]|?
(v, v9) (v, v2)
(181) e = (vg, v2) - [[va|?
(v, vp) (v, vp)
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(2) Sea v € V — {0} entonces

(a) flvll #0
(b) v = H T lv'[| =1
(3) Sea o = {w1,v9,...,v,} una base ortogonal de V entonces
of = {v],vh, ... v} tal que v, = = Todl sH (1 < s <n) es una base de V tal que
(o vf) = {é L
Definicién 3.0.11.
Sea o = {v1,v9,...,v,} una base ortogonal de V' y v € V entonces

_ <'l),'l)k> _ <'U,'l)k>
(vi,vk)  [Joell?

(182)
Serd llamado "El k-ésimo coeficiente de Fourier” del vector v.

Definicién 3.0.12.

Sea o = {wv1,v9,...,v,} C V. a serd llamada una base ortonormal de V' si y sélo si:

(1) a es una base de V

@ <vi,vj>:{;i o

Conclusién 3.0.13.

(1) Para cada v € V su k-ésima coordenada en un espacio Prehilbertiano serd llamada
k-ésimo coeficiente de Fourier, definido por la ecuacion:

(v, 00) _ (v, 08)

183 ap = = 1<k<n
(185) o)~ e SFST
(2) Si = {wy,v2,...,v,} es una base ortogonal de V' entonces dividiendo cada vector de
« por su norma (normalizando), obtenemos una nueva base o = {v],v),...,v},} que
es una base ortonormal de V' y
(184) ak=(0,u)) (1<k<n)
(3) Sea o = {v1,v9,...,v,} una base ortonormal de V entonces el producto interno se ”

canoniza 7, en el siguiente sentido:

Sean v € V Au € V entonces
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n n

(v,u)y = Z(v, vj)vj, Z(u, Vje) Uk

j=1 k=1

= ZZ<’U,’I)j><U7’Uk><Uj7’Uk>
j=1k=1

= Z<U>Uj><u7vj>

J=1

(4) Las bases ortonormales (ortogonales), se muestran como insuperables en su trabajo,
es decir en la misién de determinar las coordenadas (coeficientes de Fourier) de los
elementos del espacio vectorial, salvo por un detalle. ; existen 7, si existen, ; existen
en abundancia 7, j son ficiles de ubicar.?

Para responder las preguntas planteadas encima, consideremos la siguiente situacién geométrica.
Sean v; € V y vg € V tal que (v1,v2) # 0 entonces de acuerdo a la figura 6, sabemos que v; £ vg,
asi que podemos suponer sin pérdida de generalidad que los vectores son como en la Figura

V2

U1

avq
Figura 22

Entonces,

(185) vy = vh + avy

Lamentablemente, ( 185) es una ecuacién que liga tres datos y s6lo conocemos uno !!!, pero, no
todo esta perdido, pues, observen lo siguiente.

vo = vh +avy = (vo,v1) = (vh,v1) + (avy,v1)
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Finalmente

(v2,v1)
(v1,v1)

(186) vh = vg —

Luego, tenemos lo siguiente:
a = {v1,v3} base de V.= o = {v1,v}} es una base ortogonal de V

Asi, podemos resumir como sigue:

a = {v1,v2} base de V

4
o' = {v1,v}} base ortogonal de V
b
o = { u , U? } base ortonormal de V
[oa]l” [Joal

La conclusién anterior puede ser generalizada en el siguiente.

Teorema 3.0.14. (Ortogonalizacion de Gram-Schmidt)

Sea V un K-espacio vectorial Prehilbertiano y o = {wy,v2,...,v,} una base V entonces

o = {v],v),..., v} es una base ortogonal, donde los v} satisfacen la siguiente ecuacién vectorial.
/
(vj, v ) Vv
7 Vj—1 .
187 Y%= ’J||21j3‘1_“'_<],’||§>i @=i=n
(187) ’vjfl v}
/
En efecto

De ( 186) sigue que el resultado vale para n=2

Supongamos que v} es construido para (2 < j < n — 1) satisfaciendo ( 187).
e.e.

<Uj,’()/-_1> <’U' Ui> .
s RS Ry A AR A
i
y {vi,v2,...,v,-1} es un conjunto ortogonal.
(Un, V5 _q) (U, V)
Sea v, = vy — ——2—"vf_ — ... — 22 L) entonces
A Y Rl lf )2
(v, V5_q) (U, V)
ro . J / ny V1) 1
<Unavj> = <Un - ij_l - W“p%’
n—1 /
{vn, v_y)
= (Up, V) — Z HZ;—"H;<U;_Z~,U/~>
i=1 n—t
(U, V})
= <vn,v;~> — W(U‘;,U/~>
j

= 0
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Lo que demuestra el teorema.

4. Proyeccion Ortogonal

Motivacion 4.0.15.

Sean V' un K-espacio vectorial Prehilbertiano, W <V yv € V un vector arbitrario, como en la
figura.

Py (v)

Figura 23

Supongamos que a = {v1,va,...,vs}, es una base ortogonal de V entonces

(1) La 7 Proyecciéon (sombra) de v en W, Py (v) 7 es un elemento de W, asi que como «
es una base ortogonal tenemos para v la representacion.

(188) Py(v) =) v Uj2> vj

2]

(2) 7 La sombra de la sombra es la sombra.”. En efecto

(Pw o Pw)(v) = P Z<”’“j>vj
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(3) U(d(v)) = [lv — Pw (v)]
En efecto

v = d(v) + Py (v) = U(d(v)) = (v = P (v)) = [[v = Pw(v)]]

(4) d(v) € Wt
En efecto

(d(v),v;) (v—"Pw(v),v;) (1<j<s)
- <v>vj> - <PW(U)7UJ>
- <’U, ’U]> - Z <|UZ;]§U|T2> <’Uk, U])
k=1
- <U7Uj> - <U7U]>

Luego, d(v) € W+
Definicién 4.0.16.

Sean V un K-espacio vectorial Prehilbertiano, W < V' y v € V un vector arbitrario entonces
llamaremos distancia de v a W al ntimero.

(189) d(v, W) = [lv — Py (v)]
Observacién 4.0.17.

Con las propiedades obtenidas para la proyeccién ortogonal, la distancia obtenida hereda
naturalmente,(no pierda la oportunidad de lucirse probandolas) las siguientes propiedades:

(i) d(v,W) >0 Nd(v,W)=0<+<= Py (v) =v

(ii) Pw(v) =v<=veW
(iii) d(v,W)=0<=ve W

Conclusién 4.0.18.

Antes de plantear algunos ejercicios, saludables para la comprensién de lo expuesto, quisiera
concluir esta seccién con algunas reflexiones segiin mi parecer de importancia capital.

Reflexion 1
El modelamiento en el plano cartesiano usual (R?) es facil de hacer y de entender. Pues su

arquitectura ” consiste apenas de un par de ejes perpendiculares y todas las traslaciones son
inducidas justamente de esa forma.

2
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(z,9)

(0,0)

Figura 24

En fin, todo el mundo entiende la expresién geométrica expuesta encima y por si fuera poco
también la tedrica:

(190) (z,y) = =(1,0)+y(0,1)

Reflexiéon 2

La simpleza de R? radica en la posibilidad de construir la siguiente figura.

(Eje )+

d(z,y)
FEjex
(0,0) Proyec. Ortogonal
Figura 25

Asi que quien simule esa ecuacién geométrica es un R? en potencia.

Reflexion 3

Sea V un K espacio vectorial de dimensién n. Si V' posee un producto interno entonces V' ”
emula ” K? En efecto

El algoritmo de simulacion es el siguiente:

Etapa 1: Sea W un subespacio de V' 'y o = {wy, wa, ..., ws} una base ortogonal de W entonces
calculamos W, como sigue:

e Completamos « hasta obtener una base de V, usando el teorema de comple-
tamiento de base o mejor, agregando vectores linealmente independientes a los
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w; con i =1,...,s hasta llegar a la la dimensién n de V; digamos
B ={wi,wa, ..., Ws,Vs41,--,Un}
e Usando el proceso de Gram Schmidt ortogonalizamos 8 y obtenemos
! 1 1
(191) o ={wi,wy, ..., we, Wiy, ., Wy}

n

Etapa 2: De la propia construccién de o en ( 191),sigue que vale la ecuacién

=s+1,s+2,...
(192) (w, w;) = 0 si {7’, st Lsts...n
j=12...,

<waw‘>

S
Asi que, para cualquier w = g
i=1

w; tenemos que
[Jwill

Luego, {wj_H, .o, wir} € W, asf que por construccién

(fwigy,wy by =W

Etapa 3: Finalmente
(193) vV=wPHwt

En realidad falta mostrar que W N W+ = {0y} (; por qué ?).

Pero eso es claro pues:

veWNWt = veEW AvE W
= veWA{wwy=0 (YwyweW)
= veW A (v,v)=0

<— v =0y

Etapa final La maravillosa visién geométrica seria:
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Figura 26

4.1. Ejercicios Propuestos.

(1) En R? x R?, define la funcién:
(@1, 22), (y1,92)) = 2x1y1 + 21y + Toys + T2y

Demuestre que f es un producto interno.

(2) a partir de la base canénica ¢(2) = {(1,0), (0,1)} de R?, determine una base ortogonal
¢(2)', respecto del producto interno definido en la pregunta 1.

(3) Sea a = {(1,2),(2,1)} C B2
(a) Demuestre que a es una base de R2.
(b) A partir de la base a, determine una base ortogonal o/, respecto del producto
interno usual.
(¢) A partir de la base a, determine una base ortogonal o/, respecto del producto
interno definido en la pregunta 1.

(4) Determine una base ortogonal, respecto del producto interno usual,para el subespacio.

W ={(z,y,2) €R® |z +y+2=0}

(5) Si W = {(z,y,2) € R} | x +y + 2 = 0} entonces usando el producto interno usual.
(a) Determine W+
(b) Calcule d((1,1,1), W)
c¢) Demuestre que R3 = W @ W+

(6) Si W = {(z,y,2,t) € R* | 20+ y + 2z —t = 0} entonces usando el producto interno
usual.
(a) Determine W+
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(b) Calcule d((1,1,0,0), W)
(c) Demuestre que R* = W @ W+

(7) Si W = {(z,y,t,2) €ER* |z —y =0A2t+ 2z =0} entonces usando el producto interno
usual.
(a) Determine W+
(b) Calcule d((2,2,3, —6), W)
(c) Demuestre que R* = W @ W+

(8) En el espacio de funciones C|—m, 7] = {f : [-7,7] — R | f continua}. Define el
producto.
s
(194) (f.g)= [ fl@)g(x)da
—Tr
(a) Demuestre que ( 194), es un producto interno en C[—m, 7]
(b) Demuestre que f(n) = {1,sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, sin 3x, cos 3z, . . ., sin nx, cos nx }
es un conjunto ortogonal en C[—m,x|.
(c) Si W(n) = ({1,sinx, cos x, sin 2z, cos 2x, sin 3x, cos 3z, . . ., sin nx, cosnz}) calcule:

(i) Pw(f)si f(z)=xpi<z<m

1 :sipm<z<O
(ii) Pw(f) si f(z) = {_1 : ;gfx <<7T

(iii) d(f, W), si f(x) ==
(9) En Mg(2) define el producto.
(195) (A,B) = tr(B"- A)

(a) Demuestre que ( 195), es un producto interno en Mg(2).

(b) Si W = {A € Mg(2) | A = A'} entonces determine una base ortogonal de W,
respecto del producto definido en ( 195).

(c) Determine Py

(d) Si A= ( i i ) entonces calcule d(A, W)

5. Aplicaciones a la Estadistica

5.1. introduccion.

Consideremos un fenémeno o suceso F' tal que:

(1) Si F tiene si,s9,...,s, posibilidades distintas de ocurrir entonces construimos el con-
junto:

(196) S(F) = {s1,59,...,5n}

y (1196), se llama “espacio muestral”del suceso F'.
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(2) Sicada s; posee una probalidad de ocurrencia p;, para i = 1,2,...,n entonces llamamos

(197) p(F) = (plap27"'vpn)
y (197) se llama “vector de probabilidad”del suceso F'

Ejemplo 5.1.1.

Si F representa “el lanzamiento de una moneda”, entonces

(a) S(F) = {cara,sello}
o) 90 = (53)

272
Ejemplo 5.1.2.

Si F representa “el lanzamiento de dos monedas”, entonces

(a) S(F) = {(cara,cara),(sello,sello),(cara,sello) }

111
b) p(F)=1|(-,-,=
(b) p(F) = {173
(3) Si ademds a cada elemento s; del espacio muestral asociamos un valor “z;”, para cada
1 =1,2,...,n entonces el vector
(198) z(F) = (z1,29,...,24)

se llama “variable aleatoria”, asociada al espacio muestral del suceso F'.
Ejemplo 5.1.3.
Si dos personas A y B en ( 2), deciden hacer la apuesta:
e Si después del lanzamiento de la moneda sale cara A gana $10
e Si después del lanzamiento de la moneda sale sello B gana $10
entonces

(a) S(F) = {cara,sello}
o) )= (53)

272
(c) z(F,A) = (10,—10), variable aleatoria del punto de vista de A

(d) z(F,A) = (—10,10), variable aleatoria del punto de vista de B

Ejemplo 5.1.4.

Si las mismas personas A y B deciden hacer la apuesta en ( 2), como sigue:

e Si salen dos caras A gana $10
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e Si salen dos sellos A gana $7
e Si salen una cara y un sello B gana $7

entonces la situacion es la siguiente:

(a) S(F) = {(cara,cara),(sello,sello),(cara,sello) }
111

b) p(F)=1{=,-,=

o) o) = (153)

(¢) z(F,A) =(10,7,-7)

(4) Si s(F) = {s1,52,...,8n}, P(F) = (p1,p2,---,pn) y (F) = (x1,22,...,T,) corres-
ponden al espacio muestral, vector de probabilidad y variable aleatoria de un evento F
entonces llamaremos

(a) “valor medio o esperado”de x(F') a:

(199) Z(F) = pix1+pax2+psxs + -+ pip

(b) “varianza”de z(F) a:

(200) vz(F)] = piz1—2(F))? + pa(z2 — 2(F))* + - + palzn — 2(F))

(c) “desviacién standar’de x(F') a:

(201) dz(F)] = Vole(F)]

5.2. Un producto interno “estadistico”.

Sea u = (u1,ug,...,u,) € R™ un vector fijo entonces define el producto interno:
n
(202) <(‘T1a L2,. .. 75571)’ (yla Y2, -, yn)>u = Zul “ X Yi
i=1
Lema 5.2.1.

Si F' es un evento entonces

En efecto

Para probar 1 hacemos:
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i=1
= Zpi " T
i=1
= z(F) verificar en ( 199)

Para probar 2. hacemos:

n

(x(F) —z(F)(1,1,...,1),2(F) = 2(F)(1L,1,...,1))pr) = sz(% — Z(F))* wverificar en ( 200)

i=1
Para probar 3. hacemos:
|z(F) —z(F)(1,1,...,1)]]| = ||(z1 —Z(F),xza —Z(F)...,z, — Z(F))||
= | Do pilwi - @(F))?
i=1

= y/v[z(F)] verificar en ( 201)

Ejemplo 5.2.2.

Para el suceso relatado en 2, tenemos la informacion:

e s(F) ={ cara, sello}

e z(F, A) = (10, —10), variable aleatoria del punto de vista de A

o z(F, A) = (—10,10), variable aleatoria del punto de vista de B

Luego,
z(F,A) = ((10,-10),(1,1))
1 1

= 5.10-1 5‘(—10)‘1
=0

z(F,B) = ((-10,10),(1,1))
= (1014501001
=0
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dlz(F,A)] = [/(10,-10)]]
= \/%102+%(10)2
= 10
dlz(F,B)] = [(-10,10)]|
1 1
= \/5(10)2+§102
= 10

5.3. Correlacion.

Sea F' un evento n-dimensional, es decir:

e s(F)={s1,82,...,5,} es su espacio muestral.

e p(F) ={p1,p2,...,pn} es su vector probablidad.

Supongamos que es posible asociar a dos comportamientos de F', dos variables aleatorias, dig-
amos x(F, A) = (x1,22,...,2n) ¥ (F, B) = (Y1,Y2, - - -, Yn)-
Ahora queremos estudiar las posibles relaciones entre z(F, A) y z(F, B).

(1) Tenemos en primer lugar un valor esperado para cada caso:
o Z(F A) = anixi
i=1
e Z(F,B) = aniyi
i=1

(2) Podemos construir los vectores asociados:

o(F,A) — 2(F,A)(1,1,...,1) = (21 —3(F,A), s — 2(F,A),... 00 — 3(F, A))

z(F,B) —z(F,B)(1,1,...,1) = (y1 —%(F,B),y2 — %(F,B),...,yn — z(F, B))
(3) El conjunto

(203) C = {(z1—2(FA),...,2, —2(F,A),(y1 —2(F,B),...,yn — Z(F,B))}

es linealmente independiente o linealmente dependiente , asi que tenemos dos casos:

e Caso 1.

C' es Linealmente dependiente. Luego existe, A € R — {0} tal que:

z(F,B) = \x(F, A)
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Es decir, z(F, A) y =(F, B) estan relacionados o uno es dependiente. Ahora
(z(F,A),z(F, B))
l(F, A)l[|=(F, B

(x(F,A), \x(F, A))
[l (F, A)[[[Az(F; A
MNaz(F, A),z(F, A))
Al (F, A)[[](F, Al
Allx(F, A)]1?
Al (F, Al (F, Al
A

Al
B 1: siA>0
o ]-1:s8A<0

cosf =

Luego,

(204) 6 = {6

e Caso 2

C' es Linealmente independiente. Luego no existe relacién entre x(F, A) y z(F, B)
Definicién 5.3.1.

Llamaremos “coeficiente de correlacién”de x(F,A) y z(F, B) a

(x(F, A), z(F, B))
[ (F, All=(F, B)|

(205) r(z(F,A),z(F,B)) =

Es decir,

(z(F, A), z(F, B))
[(F, All=(F, B

r(z(F,A),z(F,B)) =

sz(xz - .TJ(F, A))(yz - 'f(F7 B))

1
n 2

> pilwi —2(F,A)* ) pilyi — 2(F, B))?
=1

i=1
Ejemplo 5.3.2.

Consideremos un grupo de 10 atletas de los cuales conocemos sus registros de 1 a 10 en dos
pruebas; pruebal y prueba2, segtn la tabla:
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atleta 123 45 6 7 8 9 10
prueba 1 2 85 775 319 9
registro
prueba 2 1972 7 46 3 97
Figura 27

Estudiemos la correlacion entre el rendimiento de los atletas en ambas pruebas:

(1) El espacio muestral sera:

(206) s(F) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
(2) El vector probabilidad es:
1 1 1 1
207 F) = — =, — ..., —
(207) ) = (351515 10)
(3) Si notamos prueba i=p;, para i = 1,2 entonces
(208) z(F,;pp) = (2,8,5,7,7,5,3,1,9,9)
(209) $<F,p2> = (1797 7,2,7,4,6,3,9, 7)

Ahora, comenzamos a calcular:
e De (1207) y ( 208), tenemos que
(F,p1) = L 56
rif,p1 - 10

(210) = 5.6
e De (1207) y ( 209), tenemos que

1
P(F,ps) = — 55
.Z'( 7p2) 10
(211) = 55
e De (208) y ( 210), tenemos que

(212) 2(F,p1) — 2(F,p1)(1,1,...,1) = (—3.6,2.4,—0.6,...,3.4)
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e De (1209) y ( 211), tenemos que

(213) ©(F,ps) — 2(F,p2)(1,1,...,1) = (—4.5,3.5,1.5,...,1.5)

e Ademsds, de ( 212) y ( 213) tenemos que

(214) ((F,p1) — 2(F,p1)(1,1,...,1),2(F,p2) — 2(F,p2)(1,1,...,1)) ~ 4.9
(215) |z(F,p1) — 2(F,p)(1,1,....1)|| ~ 74
(216) |z(F,p2) — 2(F,p2)(1,1,..., 1) ~ 7.2

e Finalmente de ( 214), ( 215), ( 216), obtenemos que:

(217) r(x(F,p1),z(F,p2)) ~ 0.67

6. Minimos cuadrados y sistemas de ecuaciones

Consideremos un sistema lineal de orden (n x m)

(218) A-X=B (%)
T b1

donde A = (a;5) € Mg(n x m) X = : y B= : entonces sabemos que
T b,

(%) tiene solucién si y sélo si rango (A)=rango (A,), donde A, representa la matriz ampli-
ada asociada al sistema (x).

Teorema 6.0.3.

(%) tiene solucién si y sélo si B pertenece al espacio generado por las columnas de A.

En efecto

ai1ry + aprs + ... 4+ amxTm = b
a21r1 + axry + ... 4+ awpT,m = b
A-X=B <+—
an1®1 + apory + ... + apmTm = bn
ai a2 A1m b1
a1 a2 aom bo
— I + X2 + + Tm =

Gn1 an2 Anm by,
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Del resultado obtenido encima, sigue que

ail a2 aim
_ » a21 a22 a2m

(%) tiene solucién <= B € Q(A) = ) g
anl an?2 Anm

Asi Q(A), representara el subespacio generado por las columnas de la matriz A.

Observacién 6.0.4.

Supongamos que el sistema lineal ( 218), no tiene solucién:

(1) Del teorema ( 6), sigue que
B ¢ Q(A)
(2) Si Po(a)(B) representa la proyeccién ortogonal de B en §2(A) entonces

Poay(B) € Q(A)

y luego, aplicando nuevamente el teorema ( 6) existe Xe Mg (m x 1) tal que

(219) A-X = Pyu)(B)
y la distancia d(B,Q(A) = ||B — Poa)(B)||, es minima.

(3) Luego, B — Poa)(B) € Q(A)* y si notamos las columnas de A, de la forma:

a1j
a2;
col(; = | |, a<i<m
anj
entonces
(col(A)j, B — Poay(B)) =0  (1<j<m)
Equivalentemente
0 = col(A)j-[B~Poua(B)] (1<j<m)
= col(A)§- -B— col(A)§- - Pocay(B) (1<ji<m)
(219 col(A)§ -B— col(A)f;A X (1<j<m)
Luego,

(220) B~ Py (B) e QA)Y = A B=A'A-X
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Definicién 6.0.5.

Dado un sistema lineal de orden (n x m), como x entonces cualquier solucién de la ecuacién
matricial

(221) At B=A'A- X

serd llamada una solucién por minimos cuadrados de (x)

Teorema 6.0.6.

Sea A € Mg(n x m). Si p(A) = m, (donde p(A) es el rango de la matriz A) entonces A’ - A
es invertible y el sistema lineal asociado a la matriz A, tiene una unica solucién por minimos
cuadrados dada por:

X = (4'-A)'A'B

En efecto

A" A invertible <= ker(A’- A) = {(0)}
= A A-X=(0)= X =(0)

entonces

A A X =(0) = X' A" A-X=(0)

— (A-X)"A-X=(0)

= 1 col(A)1 +x2 - col(A)g + -+ -+ xp, - col(A), = (0)
= X =(0), (pues las columnas de A son linealmente independientes)

Ejemplo 6.0.7.

(1) Resolvamos el sistema lineal

xr + 4y — 5z = 3

2 + y — z = 2

(222) —x + 2y — 3z = 1
—2x + 4y — 6z = T
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Etapa 1. ( 222) se escribe matricialmente como sigue

1 4 -5 . 3
2 1 -1 2
(223) -1 2 -3 [ N
2 4 -6 y 7

X
A B

Etapa 2. Calculamos p(A), escalonando la matriz A por filas:

1 4 -5 3 1 4 -5 3
21 -1 2 (Lo — Lo —2L4) 0 -7 9 —4
-1 2 -3 1 (Ls — L3+ Lq) 0 6 -8 4
-2 4 -6 7 (Ly — Lo +2Ly) 0 12 -16 13
1 4 -5 3
0 -7 9 —4
(L4 — Ly — 2L3) 0 6 -8 1
0 0 0 5

Luego, p(A) =3y p(A,) = 4, asi que por una parte p(A) es maximo y por otra el
sistema ( 222) no tiene solucién.

Etapa 3. De acuerdo al teorema ( 6.0.6), A®- A es invertible y la ecuacién A*-A-X = At. B,
tiene solucién unica. Asi que una alternativa es escalonar para aplicar el teorema
del rango o bien calcular (A’ - A)~!, optaremos por la primera.

1 2 -1 -2 ; ‘11 j
At A = 4 1 2 4
-5 -1 -3 —6 L2
-2 4 —6
10 —4 8
= —4 37 =51
8 —b51 47
Ahora,
1 2 -1 =2 3
A B = 4 1 2 4 )
-5 -1 -3 —6 .
-8
= 44
—62
Asi que debemos resolver el sistema
10 -4 8 a1 -8
(224) —4 37 =51 || x2 = 44

8§ —51 47 x3 —62
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Etapa 4. Debemos finalmente resolver ( 224), escalonando su matriz ampliada correspondi-
ente:

10 -4 8§ =8 1 0 0 0.36936168
-4 37 =51 44 0 1 0 1.31037985
8§ —51 47 —62 0 0 1 0.11689171

Asi que la solucién por minimos cuadrados es:

Q

R 0.36936168
(225) X = 1.31037985
0.11689171

6.1. Recta de minimos cuadrados.

Consideremos una colecién finita de puntos del plano; digamos

(226) ﬂ = {(alybl)v(GZabQ)a"'7(an7bn)}

tal que a; # a; para algin i y para algin j, (1 <i <n)y (1 <j < n) entonces la recta “que
mejor se ajuste ”a la coleccién de puntos ( 226), la llamaremos “recta de minimos cuadrados ”.

recta de minimos cuadrados

Figura 28

Si suponemos que la ecuacién de la recta de minimos cuadrados es dada por al ecuacion:

(227) (RMC) Y = mix + mo
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entonces a partir de ( 227), tenemos las ecuacién bésica (EB)

(EB) : b; = mia; +mg + d; (1§Z§n)

donde;

di 20 <= (a;,b;) € (RMC) ver Figura encima

Asi que, tenemos el sistema de ecuaciones:

b1 = miar+mo+d;
by = miaz +mo+ds
b3 = miaz+mg+d3
b, = mia, +mo+d,
Equivalentemente
bl al 1 dl
b2 a9 1 d2
(228) bs [ = | a1 ( i > +| ds
. . . mo .
: Do :
bn an 1 X dn
N—— N——— N——
B A D
Finalmente;

(1) como a; # aj, para algin ¢ y para algin j entonces p(A) = 2 y entonces del teorema
(6.0.6), sigue que el sistema A-X = B tiene una solucién inica por minimos cuadrados,
dada por X = (A'A)~1A'B

(2) Como D = B — A- X entonces D, representa la menor magnitud posible

Ejemplo 6.1.1.

En la fabricacién de un producto quimico Q, se detecta que la cantidad de un compuesto quimico
p, es controlada por la cantidad del producto quimico ¢ utilizado en el proceso. Al producir un
litro de Q, se detectaron las cantidades de p y ¢, presente y usada respectivamente, segun la tabla:

cocupada | 3 | 4 | 5 6 718 19 1011 |12
(229)

p existente | 4.5 | 5.5 |5.7|6.6|7.0|7.7]85|87]959.7




6. MINIMOS CUADRADOS Y SISTEMAS DE ECUACIONES 163

Suponga que p y c estan relacionados por una “ecuacion lineal ”.
El gréafico de la tabla es de la forma:

13 1
12 +
11+

2345678 910111213

(1) Determinemos la ecuacién para la recta de minimos cuadrados.

Etapa 1. El sistema que corresponde es de la forma:

4.5 3 1

5.5 4 1

5.7 5 1

6.6 6 1

70 | 701 m
7.7 o 8 1 ( mo )
8.5 9 1 T’
8.7 10 1

9.5 11 1

9.7 12 1

B A

Etapa 2. Como el rango de A es 2 entonces hay solucién tnica. Asi que debemos calcular
AtAy A'B.

L. (645 75 [ 598.6
AA_( 75 10 AB=1{ 734
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Luego la solucién del sistema es dada por:
<= ()
mo
_ 0.583
- 2.967

Luego la recta pedida es de la forma:

p = 0.583c+ 2.967

y su gréfico es de la forma:

13 1
12 +
11 +

9 10111213

M__
w4+
s
ot
o 4
a4
o 4

Observacién 6.1.2.

Consideremos nuevamente la colecién 9 en ( 226), es decir

9 = {(a1,b1),(a2,b2),...,(an,bn)}

Pero ahora, supongamos que al menos m+ 1 de los a; son distintos entonces podemos aproximar
al conjunto § por un polinomio de la forma:

m
PMC y:ZCimi (m<n+1)
=0

La ecuacién basica en este caso es dada por:

(230) b = > cdi+d;  (1<j<n)
=0
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y d# 0 <= (a;,b) ¢ (PMC)

165

A partir de ( 230), podemos construir el sistema de ecuaciones:

b1 1 aq CL%

(231) O I
b;L 1 a.n a%
B

CLTIn Co d1

aé” C1 d2
. + .

ant Cm, dp,

X D

Como existen al menos m + 1, a; distintos entonces p(A) = m + 1 y del sistema ( 231) y del
teorema ( 6.0.6), sigue que el sistema asociado A - X = B tiene un solucién tunica de la forma

X = (At-A)~1. A B,

Ejemplo 6.1.3.

(1) Ajustemos la siguiente tabla de datos

(232)
1.1

0.1

-3.1

por un polinomio cuadrético ¢(z) = a + bz + cz?

Solucion

Etapa 1. El gréafico de los puntos es el siguiente:

2 4
1%
: : ® :
-2 -1 1 2
-1+
-2 4
-3 4 °

Figura 31
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Etapa 2. El sistema general asociado a la situacién es:

1.1 1 0 0 a
(233) 01| = [111)(0»
3.1 1 2 4
B A X
Etapa 3. Resolvemos el sistema A’ - A- X = A'- B
— Calculamos A'- Ay A - B
1 11 1 0 0
At A = 01 2 111
01 4 1 2 4
3 3 5
= 3 5 9
5 9 17
1 1 1.1
A'.B = 0 1 0.1
01 —-3.1

1

2

4
—-1.9
= —6.1
—-12.3

— Escalonamos la matriz ampliada [A? - A|A! - B].

33 5 -—19
[AT- A|AY. B] = 35 9 —61
5 9 17 —123

1 0 0 1.10001

= 0 1 0 0.09999

0 0 1 —1.09999

Luego, el polinomio de los minimos cuadrados es:

(234) g(z) = 1.10001 + 0.09999z — 1.09999z>

Etapa 4. El gréfico de ( 234) es:
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Figura 32

7. El método de los minimos cuadrados

Consideremos una funcién y = f(z) continua en R y supongamos que conocemos sélo n
valores de ella , digamos f(x;) =y; € R para 1 <i < n.

¢

El problema es “; Cémo conseguir una curva que pase por los puntos P; = (z;,y;) para
i=1,2,...,n 7 y que cumpla con las particularidades de la funcién f, salvo probablemente
cometiendo errores controlados ”equivalentemente ; bajo qué condiciones podemos obtener una
aproximacion al comportamiento geométrico de la funcién f 7

(1) Supongamos que existe un conjunto de funciones a = {g1, 92, ..., 9n} tal que
e « es linealmente independiente en el espacio de funciones continuas en R
e gi(x;) € R, para (1 =1,2,...,n)

(2) Sea W = ({g1,92,--.,9n}) €l espacio vectorial generado por . Define en W el producto
interno:

n

(235) (hys) = Y h(wi)s(x;)

=1

entonces a partir de ( 235), podemos definir una norma:

Ipll =

(236) —
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Asi que f es aproximable por g € W si y sélo si la distancia d(f, g), es minima, esto
es equivalente a decir que (f — g) € W, asi que en particular deben verificarse si-
multdneamente las ecuaciones:

(237) (i [—g)=0 (i=1,2,...,n)

n
(3) Finalmente si g = Z ¢;g; entonces tenemos que
i=1

0 = (9 f—9)
= (9 =D cigy)
j=1
= (gi /) = (9 ) ci95)

j=1
n
j=1
Asi que

n

gr [ <gi;f>:ch<gi,gj> (i:172""7n)

=1

(238) = Y gil@)f(@) =Y ;Y gilzr)gi(er) (i=1,2,...,n)
j=1 j=1 k=1

¢

( 238) se conoce como “método de los minimos cuadrados”

Ejemplo 7.0.4.

Supongamos que y = f(x) es una funcién tal que verifica los valores:

x | 0] 1] 2
flx)[11]01]-3.1

y que deseamos aproximar segun el método de los minimos cuadrados por la funcién g(z) =
2

c1 + cox” entonces
g(z) =
ga(a) = o
Asi que ( 238) para este caso, consiste en:
(239) (91, f) = clgr,91) + c2(91, 92)

(240) (92, f) = c1(g2,91) + c2(92, 92)



7. EL METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS 169

Como conocemos los valores de f y g;, para ¢ = 1,2 entonces

(gr,f) = 1:-1141-0.1+1-(-3.1)

—-1.9
(g1,91) = 1-14+1-1+41-1
= 3
(g1,02) = 1-0"41-1241.22
)
<92791> = 021+121+221
= 5
<92792> = 02‘024—12.12_}_22'22
17
(g2,f) = 0*-11+1%-0.1+2%-(=3.1)
= —12.3

asi que sustituyendo en ( 239) y ( 240) tenemos el sistema:

3c1 + Sc2 = -—-19

(241) 5¢1 + 17c¢o —12.3

De donde ¢; = 1.12 y ¢o = —1.05 asi que la funcién que mejor aproxima a la funcién f, segin
este método es:

(242) g(z) = 1.12—1.05z>
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El grafico de la funcién g es aproximadamente:

/N

Figura 33

Ejemplo 7.0.5.

Supongamos que la poblacién de una cierta localidad ha variado en el tiempo, segun la tabla:

170 | 1980

ano
poblacién x10%
—_——

f(@®)

‘t:4‘t:5‘t:6‘t:

(243)

Supongamos que queremos aproximar los puntos de la tabla por una funcién del tipo:

g(t) = ap+art+ ast?

entonces j cual serd la poblacién en el 2000 7
Segun el método de los minimos cuadrados debemos tener para este caso:

e gi1(t)=1
o gz(t) =t

o g3(t) =1
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Asi que:
(91..)) = aolg1,91)) + a1(g1,92)) + a2(g1,93))
= 6.3
(92, )) = aolg2,91)) + ai1(g2, 92)) + a2(g2, 93))
= 36.3
(93:f)) = ao(gs, q1)) + a1(gs, g2)) + az(gs, g3))
= 216.3

Luego resolviendo el sistema para estos valores tenemos que:

o apg = —2.415
e a; = 1.155
e ay = —0.075

Por tanto la funcién que aproxima es de la forma:

(244) g(t) = —2.415+1.155t — 0.075t2

asi que la poblacién esperada segin esta aproximacién es dada por:

g(9) x 10* = 1.905 x 10*
(245) = 19050
Ejemplo 7.0.6.

En ( 7) tratemos de predecir la poblacién, usando para aproximar una funcién del tipo
git)y=a- eb. Para aplicar el método de los minimos cuadrados podemos hacer lo siguiente:

fO)~a-e" < Inft)~Ina-e
— Inf(t)~Ina+Ine
< Inf(t)~Ina+btlne
<~ Inf(t)=Ilna+bt
Asi que en este caso tenemos que:
g(t) = lna+10bt

Es claro que también tenemos que modificar la tabla anterior, es decir ( 243) se transforma
aplicando In en:

t=4]t=5|t=6|t="7
1950 | 1960 | 170 | 1980
0.0 ’ 0.405 ’ 0.588 ’ 0.693

ano
poblacién x10%
—_——

In f(t)

(246)




172 4. ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO

Finalmente si llamamos:

o F(t)=1nf(t)
eci=lnayg(t)=1

e co=byg(t)=t

entonces segin la tabla ( 246) tenemos que:

(91, F) = 1.686
(92, F) = 10.404
(91,91) = 4
(91,92) = 22
(92,91) = 22
(92,92) = 126

Asi que obtenemos el sistema:

4c1 4+  22¢c5 = 1.686

(247)

22¢; 4+ 126c 10.404

Resolviendo el sistema ( 247) tenemos que:
c1~0226 = a=0.439
c2 ~0.226 = b=0.226

Luego de estos resultados concluimos que:

(1) g(t) = 0.439¢%226t — ¢(9) = 3.356

(2) Asi que finalmente tenemos en este caso:

(248) poblacién x 10 = F(9) x 10? ~ 3.356 x 10% = 33560 personas

8. Operadores Especiales

Sean V un K-espacio vectorial Prehilbertiano y o« = {wvy,v2,...,v,} una base ortonormal
de V, entonces tenemos el isomorfismo natural entre V' y su espacio coordenado Mg (n x 1), es

decir:
[] : V — Mg(nx1)

v o [V]a
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tal que
)
(249) [V]a = :U’UQ == Z(v,vﬁvi
: i=1
(v, vp)

Ahora, partiendo de la ” teoria ”, tenemos que si u € V' y v € V entonces de ( 249), sigue que

n

(250) (u,0) = (u,vi) (v, v3)

=1

Asi que tenemos el siguiente.

Teorema 8.0.7.

Si (,) es un producto interno en el espacio vectorial V sobre el cuerpo K entonces Mg (n x 1) es
un espacto con producto interno, sobre K, donde

t

al b1 a1 b1

a by a by noo_
(251) < . o > =| . . = Z a;b;

: : : : i

(479 bn an bn

En particular,

([ulas [Vla) = [l [o]a = Y (u,vi) (v, vi)
i=1

Observacién 8.0.8.

Sea = {wy,we,...,wy} otra base ortonormal de V' entonces tenemos el siguiente diagrama:

V,a) =% (V.5)

(252) ! !
15
MK(H X 1) — I\\/JIK(n X 1)
Donde,
(253) [1]5 = ((vi,w;)) € Mix(n)
Equivalentemente,
(254) 115 = ([v1] g, [valgs - -, [valp)
Finalmente,
([orlg, [vslg) = [vwlflvsls
- <Ukvvs>

1 k#s

0 :otrocaso

(255) ([velg, [vslg) = {

Luego, las columnas de la matriz cambio de base [I]g son ortogonales dos a dos. Tal resultado
lo podemos archivar de la forma siguiente:
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Teorema 8.0.9.

Sean V' un K-espacio vectorial Prehilbertiano y o = {v1,v2,..., 05} y B ={wy,we,...,wy} dos
bases ortonormales de V entonces
t
2 (102) = o
i
t -1
() = ()
i
8\ o
(02) = g

Ejemplo 8.0.10.

En R? con el producto interno usual considera las bases ortonormales

¢2) = {(1,0),(0,1)} A a—{%(l,Z},%(—Z,l)}

entonces
1 1
<(1>O)a%(172)> <(O>1)a%(172)>
[I]?@) = 1 1
((170)7%(_271» ((071)7%(_271»
12
V5 VB
Ademaés,
12
e - |7
2 L
vb Vb
Asi, tenemos que:
12
0 () = ¥ P
Vi Vs

Sl &l =
Sl =&l

Observacién 8.0.11.
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Sabemos que tenemos un diagrama conmutativo como ( 252), para el caso de un operador
T, arbitrario y dos bases ortonormales, digamos « y 3, tambien arbitrarias:

(Via) = (V.9)
(256) ! !
7)?

Mg(n x 1) —3 Mg(n x 1)
Asi que en este caso tenemos lo siguiente:
etapa 1:

(257) [T la = [T()]s

Etapa 2:
(T(v),w) = ([T(v)]s, [w]s)

Etapa 3: Define la funcion;

™ (V,a) — (V. 0)
v — T*(U)

Tal que (T(v), w) = (v, T*(w))
Observacién 8.0.12.

(1) Sean V un K-espacio vectorial Prehilbertiano y o = {v1,vg,...,v,} una base ortonor-
mal de V. Sea L € Lg(V,K) entonces
n

(a) WEK:>vzzmviEV

=1
(b) Define

(258) Yo 2 V
w —
entonces

(i) ¥y € Lx(V,K)
(if) Como ¥, (w) = (w,v) (Yw;w € V') entonces en particular

Yo(v;) = (%ZWW (1<j<n)
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Luego,
¢v =L
(¢) Supongamos que existe v' € V tal que L(w) = (w,v’) entonces
(=2 v=0) = (v,0) = (v,0) = (V,0) + (/)
L(v) — L(v) — L(v") + L(v")
= 0
Luego,
v="1

Asi que hemos demostrado el siguiente:
Teorema 8.0.13. (Teorema de Representacion)

Sean V' un K-espacio vectorial Prehilbertiano y L € Lg(V,K) entonces existe un tnico
vector v € V tal que

(259) L(w) = (w,v) (Vw;w e V)

(2) Sean V un K-espacio vectorial Prehilbertiano, « = {v1, v, ..., v,} una base ortonormal
de V y T € Lg(V) entonces
(a) Para cada u € V, define

vy,  V — K
w o Yu(w) = (T(w), u)

entonces 1, € Lx(V,K), (Vu;u € V)
(b) De ( 1), sigue que existe un tnico v € V' tal que

bu(w) = (w,v)

Luego, tenemos que existe un tinico v € V tal que tiene sentido la siguiente ecuacién
para cada u € V

(261) (T'(w),u) = (w,v)
(c) Motivado por ( 261), podemos definir
(262) T* € Lg(V) tal que T*(u) = v <= Yy (w) = (w,v)

(260)

(d) Asi, tenemos que existe un unico operador T* de V que satisface la ecuacién
vectorial.

<T(w)7 u> = <w7 T*(u»

Finalmente, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema &8.0.14.

Sean V un K-espacio vectorial Prehilbertiano, @ = {v1, v, ..., v,} una base ortonormal de
V y T € Lg (V) entonces existe un tinico operador T* de V' tal que satisface la ecuacién vectorial.
(263) (T(w), u) = (w, T*(u))

Definicién 8.0.15.

Sea V un K-espacio vectorial Prehilbertiano y 7' € Lk (V') entonces llamaremos Adjunto de
T al tnico operador T* de V' que satisface la ecuacién vectorial, ( 263)

Teorema 8.0.16.
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Sean V un K-espacio vectorial Prehilbertiano, a = {wvy,vs,...,v,} una base ortonormal de
V y T € Lg(V) entonces

(261) ) = ()
En efecto
(1) T(vi) = Z<T(vl),v]>v] (I1<i<n)
Luego, !

[T]a = (T(vi), v5))" € Mix(n)

(2) Como T* € Lg (V) entonces tiene sentido determinar [7]5, luego en forma analoga al
calculo anterior tenemos que

T*(vi) = > (T*(w),v5)v; (1<i<n)

j=1
= D (v, T*(w))v; (1<i<n)
j=1
= > (T(vy),viyv; (1<i<n)
j=1
Asi que
) = ()

(3) Sea 3 otra base ortonortmal de V' entonces
™5 = el

113
- ()

= (i) (m )( 9
= (ngmzmg)
- @@
(4) Asi que, podemos notar:
(265) ™ =T

Ejemplo 8.0.17.
(1) Sea T € L¢(C?) tal que T'(1,0) = (1+414,2) y T(0,1) = (4,4) entonces

@ = (5

(b) Luego, el operador adjunto de T es:

2 (1—1 2
[T*]cm—( i —z’)
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(2) Sea [T}ig; = (ags) € Mc(3) tal que ags = i*** entonces T* es diagonalizable.
En efecto

(a) Como, [T]E% = (i**%) entonces

@) -1 — 1
[T]Z(g) = —1z 1
Z J—

-1 1 1
[T*}zgg = i1 —i
1 — -1

(A+1) —1 -1
Pr(\) = det| —i (A-1)
-1 i (A+1)
A+1) —i -1
= det 0 A —iA

= A+DAA+1) = A= [-A+ ]
= NA+1)

Luego, los valores propios de T* son v.p. = {0,—1}

(d) Aplicando ahora el criterio del polinomio minimal tenemos:

@) @) -1 ¢ 1 0 1+ 1
T (95 + 1) = i1 =i || 2
1= -1 )\ 1 =i
00 0
= [o0o0 o0
00 0

Luego, T™* es diagonalizable
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c(3)

(e) Determinemos la base que diagonaliza la matriz [T*]C(g).

El procedimiento general es.

vE ((Cg))\ —= veCAT*(v) = v

(3
3

= o=@yl A (T (@2 =

[()\ZL‘, AY, )‘2]0(3)

x —r + y + z = A
— v=|y |AN iz + y — iz = Ay
z T — Wy — z = Az
(i) En particular;
x - + iy + z =0
UG(C3)O — v=|y |N &z + y — iz =0
z x — 1wy — 2z =0

— wve{{(1,-4,0),(0,7,1)})

Luego,
((33)0 = <{(1’ —, 0)7 (07 2 1)}>

(ii) Analogamente,

T -r + w + z = —x
v E ((C?’)_1 = v=|y |AN & + Yy — iz = —y
z r — 1y — 2z = —z
— vE <{(Za 17 _Z)}>
Luego,

(€)= {61, -0)})
Asi, la base de diagonalizacién es
a={(1,-10),(0,7,1), (4,1, —1)}

Teorema 8.0.18. (Operadores adjuntos)

Sea V' un K-espacio vectorial Prehilbertiano y T; € Lx(V) (i = 1,2) entonces

(1) (T =T
(2) (T+L)"=T+L*
(3) (A\T)* = \T*
4) (TL)* = (L)*(T)*
En efecto.
Probaremos, (TL)* = (L)*(T)*, las otras quedan como ejercicios.
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(TL)* = TL'  wer (265)
—t==t
= I'T

= (L)1)

Observacién 8.0.19.

En lo que sigue intentaremos determinar relaciones entre T y T, para ello implementaremos
una serie de resultados pequenos, pero importantes.

Escolio 8.0.20.

Si (L/(?)) ={T*|T € Lx(V)} entonces Lx(V) = (m}) En efecto

St defines canonicamente, la siguiente transformacion:

A:Lg(V) — (W)) tal que A(T) =T~
entonces

(i) De ( 8.0.18), sigue que A € Lg(V), es decir, A es una transformacion lineal.

(i)

Te Ker(A) <= Telg(V) AN AT)=0
— Telg(V) N T =0
e Telg(V) A T =0
— Telg(V) AN T=0
— Telg(V) AN T=0
Asi A € Autg (V)
Escolio 8.0.21.
(266) T € Autg(V) = T* € Autg(V)

En efecto

detT* = detT
= detT?
= detT

Escolio 8.0.22.

Sean V' un K-espacio vectorial Prehilbertiano, T € Lxg(V)) y W <V entonces

TW)cW = T*WHcwt
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En efecto
Por demostrar que: v € W+ = T*(v) € W+
veEWt —= wveV A (ww) =0 (NYwweW)
= (v,T(w)=0 (NVwyweW)
= (T"(v),w)=0 Vwywe W)
— T*WhH cwt

Escolio 8.0.23.

Sea V' un K-espacio vectorial Prehilbertiano y T € Lg(V')) entonces
(267) T diagonalizable — ToT*=T*oT

En efecto
Supongamos que T es diagonalizable entonces existe una base ortonormal o de vectores propios
de V tal que

o [T1% = diag{\1, A, ..., \s} = [T*]% = diag{\1, A2, ..., \s}
e En particular, ToT* =T*oT

Definicién 8.0.24.

Sea T € Lg (V) entonces diremos que T es un operador normal si T oT* =T*o T
Ejemplo 8.0.25.

Sea (V,(,)) tal que dimg(V) = n y T € Lg(V). Sea T = T* entonces claramente T es
normal y valen las siguientes propiedades.

(1) (T'(u),v) = (u,T(v))

En efecto, el resultado sigue de la definiciéon de adjunto.
(2) Si A es valor propio de T entonces A € R

En efecto, el resultado sigue de ( 8.0.23)

(3) Sean A1 y A2 valores propios de T y V), y V), los correspondientes subespacios propios
entonces

(268) uEVA;VEVIL,AM # X = (u,v) =0

En efecto
La idea es componer correctamente la siguiente informacién

() ueVy <= ueVAT(u) = \u
(i) veVy, <= veVAT(v) = v

(iii) (T'(u),v) = (u, T(v))
Entonces compongamos

(T(u),v) = (u,T(v)) <= (Mu,v)= <_u,)\2v)
= )\ (u,@ = Ao (u,v)
<~

()\1 — /\2) (u, 'l}> = Ov
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Como A1 # \g entonces (u,v) =0
T posee un valor propio (no nulo!!).
En efecto
Sea « una base ortonormal de V entonces

T=T7T"=[T]g = ([T15)"
Ahora, el polinomio caracteristico Pr(\) = det (A, — [T]5,) € Pc[)\] y luego, posee una
raiz A en C y de (2.) sigue que A € R.
Existe una base ortonormal, formada por vectores propios de T, esto es, T es diagonal-
izable

En efecto
Sea A € R un valor propio de T, que existe por la propiedad (d) y sea v € V su corre-
spondiente vector propio, es decir, T'(v) = Av. Sea u; = IIZ_II entonces T'(u1) = Auy y
Jur]| =1

Si dimg (V') = 1 entonces V posee una base ortonormal de vectores propios de T y en
particular T es diagonalizable.

Hagamos Induccién Matemadticall! (sirve y mucho esta técnica) sobre n = dimg(V), y
para ello consideremos la siguiente Hipdtesis de induccion.

H: Si(U,¢{,)) <(V,(,)) tal que dimg(U) < n—1 entonces U posee una base ortonor-
mal de vectores propios de T. Etapas bésicas:

(a) Si W = ({u1}) entonces V=W o W+
(b) De ( 8.0.22), tenemos que
T(W)cW = T*KB(W+) c W+
(c) T autoadjunto <= T = T*, luego T(W+) C W+, esto permite definir la trans-
formacion lineal restriccién de T'. es decir:
f:T|WL W — Wt
v — T(v)=T()

(d) Como dimg (W) =n—1 < n entonces la hipétesis de Induccién H aplica y asi W+
posee una base ortonormal de vectores propios de f, digamos 5 = {ug,us, ..., un}
y finalmente de V.= W @ W+, sigue que o = {u1, us, ..., u,} es una base ortonor-
mal de vectores propios de T'.

Definicién 8.0.26.
Sea (V, (,)) tal que dimg (V) =ny T € Lg(V). T serd llamado un operador autoadjunto o

hermitiano si 7' = T*

Observacién 8.0.27.

e Diremos que 1" es autoadjunto si K = R y que T" es hermitiano si K = C.
o Asi,

T autoadjunto <= existe una base ortonormal « tal que [T,
es una matriz simétrica



CAPITULO 5

Preliminares sobre Formas

El objetivo central de este capitulo es caracterizar cénicas y cuadricas, usando esencialmente
técnicas de Algebra Lineal.

1. Formas Lineales

Motivacion 1.0.28.

Consideremos una vez mas la situacion central del Algebra Lineal, es decir.

Dado un K espacio vectorial V' y una base o = {v1,va,...,v,} de V entonces todo vector
v € V puede ser reescrito de forma unica com combinacion lineal de los elementos de la base «,
en simbolos

a
n as
(269) v = Zaivi a; € K<<= [v], =
i=1
Qn

Asi que el problema vuelve a ser como determino las coordenadas del vector v que me in-
teresa ubicar, la técnica que introduce un producto interno en V', ya nos dié una respuesta, pero
queremos aqui desarrollar una técnica alternativa e independiente de la del producto interno.

Partamos examinando lo bdsico, siempre da resultado,

1 0 0
0 1 0
(270) o= lwda=1. ] [oala=
0 0 1

entonces el lector de coordenadas de los v;, lee un 1 en la posiciéon y 0 en las
otras posiciones.
En el caso general,

1 0 0
0 1 0
(271) [v], = a1 | Fa] |+ Fan |
0 0 1

De ( 271) vemos que cada v € V' necesita n lectores, pues dicho lector cuando menos debe ser
lineal y entregar como valor un escalar, asi que la idea ya estd.

Definicién 1.0.29.
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Sea V un K espacio vectorial y a@ = {v1,v9,...,v,} una base de V entonces llamaremos
a-lector al conjunto a* = {v},v3,...,vs}, donde para cadai=1,2...,n
ax
* . a
(272) Vi ‘;: ]i ==
Gn

En particular vale siguiente propiedad para los o — lectores

1 sii=y
’U?(Uj)—{

0 sii#j

Lema 1.0.30.

Para cada 7 = 1,2,...,n, v] es una transformacién lineal del espacio vectorial V' en su
cuerpo de escalares K. En simbolos, para cada i = 1,2,...,n, v} € Lg(V), equivalentemente
o* C Lg(V,K)

En efecto

n n
Siv= E bivi y u= g b;v; entonces
i=1 i=1

Gwtu) = vl

Anélogamente, si A € K entonces

vi(Av) = v [Z(A ai)vi]
= Aas
— ()
Corolario 1.0.31.
a* es una base del espacio vectorial, Li (V, K)

En efecto

(i) a* es un conjunto de generadores de L (V,K)

Sea T € Lk (V,K) entonces

v = Z aiv; = T(v) = Z a;T(v;) T es lineal
i=1 i=1
a; =vr(v) = T)=> " v )T (v) ver ( 1.0.29)

i=1 "4

Asi que;

T(v) =Y T(vi)v(v) =

Aplicando la definicién de igualdad de funciones tenemos que;

n
T = Z T (v;) vy
=l ek
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o equivalentemente,

T e {v1,05,...,03})
(ii) o* es un conjunto linealmente independiente en Lk (V,K)
En efecto

n
Si E rivy = 0 entonces lo que dices es que, para cada v € V esa funcién en v es
i=1

- n
nula 6 nucleo (Z rivi*> ={ov}.

i=1
El punto, es como usas esa informacién para concluir que los r; son todos nulos,
porque eso es lo que hay que mostrar. Para ello observa lo siguiente, si esa funcién
anula todo el espacio, en particular anula a los bdsicos v;, Asi que vale para cada
j=12...,n:

n
0 = Zriv;‘(vj)
i=1
= rj ver (1.0.29)

Conclusién, o* es una base del espacio vectorial Lk (V,K) y procederemos a darle los nombres
que usualmente se usan para estos conceptos.

Definicién 1.0.32.

V* = Lg(V,K), se llama 7 Espacio Dual 7 del espacio vectorial V. Si a = {vy,v2,v3,..., 05}
es una base de vectores de V' entonces a* = {v},v3,...,v}} se llama ” Base Dual ” de la base
a.

Conclusién 1.0.33.

Si 'V es un K espacio vectorial y a« = {v1,va,...,v,} una base de V entonces
v{Ev;
n vi(v
(273) v=Y w @ = la=| .
i=1 .
vy (v)

1.1. Ejercicios Resueltos.

(1) Sea V un K espacio vectorial y oo = {vy,v9,...,v,} una base de V. Determinemos su
base dual o*.

Etapa 1 Determinamos [v],, para un v € V, genérico, digamos

Etapa 2 Define v}f(v) =a; parai=1,2,...,n
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Etapa 3 Sea o* = {v},v3,...,v}}

(2) Sea a = {(1,2),(2,—1)} una base de R? entonces usando por ejemplo el producto in-
terno usual de R? para encontrar las coordenadas tenemos que;

T+ 2y 2 —y

(‘Tay) = 5 (172)+ (27_1)
Luego, la base dual o* = {(1,2)*, (2, —1)*}, se define como en ( 1)
T+ 2y 20 —y
L2 @y =2 @2 -) ) =
Observen que, en particular
(172)*(1a2) =1 (172)*(27_1) =0
(2,-1)*(1,2) =0 (2,-1)*(2,-1) =1
(3) Sea V un K- espacio vectorial no nulo, y sea ¢ € V*. Demuestre que ¢ = 0 0 ¢ es
sobreyectiva.
En efecto

dimg(K) =1 = dimg(Img(¢)) <1 = dimg(Img(¢) =0 Vv dimg(Img(¢)) =1

Luego tenemos dos casos:

640 — dimg(Img(¢) =1
=  dimg(Img(¢) = 1dimg(K)
=—> ¢ sobreyectiva
O bien

dimg(Img(¢)) =0 = dimg(ker(¢)) = dimg (V)
= ¢(w)=0 (Yu;veV)

= ¢=0
(4) Dados tres numeros reales distintos, r1,7r2 y 73, podemos definir tres funciones como
sigue:
(274) T; Ro[z] — R (i=1,2,3)
p(x) +— p(ri)
entonces

o T; € Lr(Ro[z],R) para (1 = 1,2,3)
En efecto

Sea p(x) € Ro[z], q(z) € Ralz] y A € R entonces

Ti(p(x) + q(x)) = p(ri) +q(rs)
= Ti(p(=)) + Ti(q(x))
Ti(Ap(z)) = Ap(rs)
AT (p(x))

Luego, T; € Lr(Ra[z],R) = (Ra[x])*



(275)

(276)

(277)

(278)
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e o = {T11,T»,T3} es un conjunto linealmente independiente en (Rg[x])*

En efecto

arTi + aoTo + asT3 = 0 = (a1 Th + aTh + a3T3)(p(x)) =0  (Vp(z); p(x) € Ralx])

En particular

(a1T1 + ady + a3T3) (1) =0 al + a2 + a3 =0
(a1 T + a1y + a3T3) (33) = 0|= a1 + agro + azrg = 0
(a1T1 + aTy + a3T3)(a:2) =0 alr% + CLQT% + CL3T§ =0

Pero, como

al + a9 + ag =0 1 1 1 aq 0

airiy 4+ asre + azry = 0| <= TN T9 T3 a | =10

air? 4+ agrs + a3r§ =0 r? 1l T% as 0
A

Y el determinante de la matriz A es un determinante de Vandermonde entonces
det(A) = (r1 —rg)(re —r3)(r3 — 1)

Y como por hipétesis los niimeros son distintos entonces det(A) # 0 y la solucién del
sistema es trivial, es decir a1 = a2 = a3 =10

o o = {T1,T»,T5} es una base de (Rg[z])*
En efecto
dimg (Ra[z])* = dimr(Re[x]) = 3, asi que a* es una base de (Ra[z])*
e Determinemos la correspondiente base a de Ra[z]
Supongamos que o = {p1(z),p2(x),p3(z)} es la base buscada, donde:
2

pi(z) = Zcilxi

i=0

2
pa(z) = ZCZ‘Q.’L‘Z

i=0

2
pa(x) = Y e’
=0

entonces por la propia definicién de base dual, debemos tener:
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Para T3
Ti(py(x)) = 1 co1 + curn 4+ ear; = 1
Ti(pa(x)) = 0 yluego coa + ciar1 + cor? = 0
Ti(ps(z)) = 0 co3 + cigr1 4+ cari = 0
Para T3
Ty(py(2)) = 0 cor + curz + cnr3 = 0
Ty(pa(x)) = 1 yluego coa + ciara + coors = 1
Lolps(@)) = 0 co3 + cara 4+ ca3r; = 0
Para T3
Ts(pi(z)) = 0 co1 + curs + cari = 0
T3(pa(x)) = 0 yluego coa + ciars + coers = 0
Ts(ps()) = 1 co3 + cigrs 4+ cgry = 1
Asi que para cada polinomio tenemos:
Para ( 276)
con + curi + e = 1
01 171 2~ cii(ri —r2) + ean(r? —rd)
co1 + cura2 4+ corj 0 cin(re—r3) + cn(r?—r2)
con + curs + curis = 0 5—13
entonces
ci1 + car(rp + o) nirg
ci1 + cea(ra+ry) =
Luego,
1
C21 =
(ri —ro)(r1 —r3)

Calculos analogos permiten mostrar que:

(x —712)(x —r3)

pl(m) N (7“1 - 7“2)(7’1 - 7"3)
_ (z—m)(@—r3)

pz(x) N (7‘2 - Tl)(Tz - 7“3)
 (z=r)(w—12)
N R
2. Ejercicios Propuestos

(1) Demuestre que V es isomorfo a V*

(2) Sea a ={(1,0,1),(0

v1 V2

,1,-2),(—-1,-1,0
—— N——

)} C R3.

U3
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e Determine ¢ € (R®)* tal que

¢(U1) =1, ¢(U2) =-1 §Z5(’03) =3
e Determine ¢ € (R®)* tal que

ker(¢) = ({vi,v2}) A vz & ker(¢)
(3) Sea o = {v1,v2} una base de V' 'y 5* = {(v1 + v2)*, (v1 — v2)*}.

Demuestre que

(’U1 + UQ)* #* Uf + ’Ug

(4) Sea a = {v1,v9,...,v,} una base de V'y 8 = {wy,ws,...,w,}, un subconjunto de V'

J
tal que w; = Zivi, para j = 1,2,...,n. Determine 5*

i=1
(5) Sea o = {wy,v2,v3,...,v,} una base de V' 'y § = {wy,wa,ws,...,wy} tal que w; =
i
Zjvj, parat=1,2,...,n.

j=1
(i) Determine B*
(ii) Determine [vf]s«, para j = 1,2,...,n

1

(iii) Determine [w}],

(6) Sea a* = {¢1, d2, d3} C (Re[x])* tal que para cada elemento
p(z) = ag + a12 + azz? € R[]

$(p(x) = [ plx)ds
$a(p(x)) = [Ip(x)do
¢3(p(z)) = [ p(x)dx

e Demuestre que a* es una base de (Ro[z])*.

e Determine la correspondiente base a de Rg[x].

3. Preliminares sobre Formas Bilineales

Motivacion 3.0.1.

Sea V' un R espacio vectorial y supongamos que V', posee un producto interno {,) entonces ob-
servamos lo siguiente:

(i) El producto interno es una funcion tal que:

(u,v)erV&(u,v) €eR

(ii) Para cada v € V la funcion (,v) € V*, si definimos:

uEV'ﬂ(u,WER
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(iii) Para cada w € V la funcion (u,) € V*, si definimos:

UGVM@L,U)GR

(iv) Supongamos que o = {v1,va,...,v,}, es una base de V entonces la ” linealidad de
n

ambas coordenadas se exprime (o usa) de la siguiente forma para; u = E a;v; Y
=1

n
V= E bivi:
=1

(u,vy = <z”: a;v;, i ijj>
i=1 j=1

= Z Z aibj@i, ’Uj>

j=1 i=1
equivalentemente, si interpretas ((v;,v;)) € Mg(n) entonces

by

En particular,

(a) Si v es una base ortonormal entonces

b1
b
(u,vy = (a1 as ... an) 2
bn,
= [ul, vla

n

= Z aibi
=1

(b) Siu=wv y«a es una base ortonormal entonces

n
(uu) =) af
=1

(¢) En general, si[(,)]% es diagonalizable y B es la base ortonormal de vectores propios de

(,) entonces
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(w0) = [ulfy (N5 ((vs,03)) (114 [V]a
N—_——
()15
[wl?, (N3] ((vi, v;)) (118 [V]a
N—_——
()15
= [[12[dalt ({vi,v5)) 114 [V]a
()5
= [ulfy ((vi,v5)) [v]g
———
()15

= [u]tﬂ diag {\1,..., \n} [v]g
(d) En particular, si = {wy,ws,...,w,} entonces

n

(u,u) = Z Ai(u, wi>2

i=1
Definicién 3.0.2.

Sea V' un K espacio vectorial y B : V. xV —— K una funcion tal que (u,v) € VXV — B(u,v) €
K. Diremos que B es una forma bilineal si B es lineal en cada coordenada, esto es, para cada
veV, B, € V* donde By(u) = B(u,v) y para cada uw € V, B, € V*, donde B, (v) = B(v,u)

Observacion 3.0.3.
Antes de dar ningin ejemplo, explicitemos los beneficios por ahora tedricos de la bilinea-

lidad, algo ya hablamos de esto en la motivacion.

Sia={vy,...,v,} es una base de V entonces

B(u,v) = B Zn:aivi,zn:ijj
i=1 j=1

= Z Z (ZibjB(Ui, Uj)

Jj=111=1
= (a1 as ... an) B(vi,vj)

Es decir, tenemos la igualdad fundamental (teoria y préctica)
(279) B(u,v) = [ulg ((vi,1)) [v]a
[Bla

Esta observacion vale por todos los ejemplos que quieras pues, ella permite hacer la siguiente
identificacién.

Teorema 3.0.4.

Si B(V)) = {Formas biliniales de V } y dim g (V') = n entonces B(V') = Mk (n) (son isomor-
fos)

En efecto
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Basta definir la siguientes funciones:

B(V) % Mg(n)

20 Bl — eB)

donde ¢(B) = (B(vi,vj)) y @ = {v1,...,v,} es una base de V, es decir

B(vi,v1) B(vi,v2) ... B(vi,vp)
(281) (B(vi,vj)) = B(UQ;’UI) B(v?W) B(U?Un)
B(vp,v1) B(vp,v2) ... B(uvg,vp)
y
(282) Mi(n) 2>  B(V)

donde 1 (A) = Ba y Ba(u,v) = [u]t,A[v]q

Ahora basta comprobar que

(i) (280) y ( 282) son funciones inversas
(ii) (280) es una transformacién lineal

Por una parte,

o(p~1(A))
©(Ba)

Ba(vi,vj)
[vilo Alvjla

= A maravilloso

popH(A4)

Por otra,

I
©

5
=

@t op(B)

Pero,

BB(vi,vj) (u7 U) = [U]ZB(Uiﬂ Uj)[v]a
Asi que ¢ es una biyeccion.
Finalmente
QO(/\Bl -+ Bg) = [)\Bl -+ BQ](Ui,Uj)

)\Bl(vl, Uj) + BQ(Ui, ’Uj)
= Ap(B1) + ¢(B2)

Es el fin, de la construccion de ejemplos.

Ejemplo 3.0.5.
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Sea A = <é i) entonces definimos

B((z1,m), (x2,92)) = (21 v1) (:13 421) @;)

= (.’L’l +3y1 2: +4y1) (ij

= T172 + 3Y172 + 271Y2 + 4y1y2
Definicién 3.0.6.

SiBeB(V)ya={vi,vs,...,v,} es una base de V entonces [B]S = (B(v;,v;)), serd llamada
la matriz de la forma bilineal respecto de la base a.

Si para alguna base «, B(v;,v;) = B(vj,v;) parai = 1,...,n j = 1,...,n entonces [B]

«
es una matriz simétrica y reciprocamente si [B|% es simétrica para alguna base « entonces

B(u,v) = B(v,u) para u € V y para v € V. En tal caso diremos que B es una forma bilineal
simétrica.

Ejemplo 3.0.7.

1 2 , .
Sea A = <2 5) entonces en la base candnica tenemos

Ba((z1, 1), (22,92)) = (21 1) G §> <§;>

= [(fUl,yl)]f;(z) [A]Eg [(z2, y2)]e(2)

En particular,

Ba((z,y),(z.y) = (z ) @ g) <;>

= @yl M) (@)l

= 2%+ dxy + 5y°
Sea q(z,y) = Ba((x,y), (z,y)) entonces q(x,y) = a* + day + 5y
Definicién 3.0.8.

Sea B € B(V) tal que B es simétrica entonces la funcion
v +L K
u — q(u)
tal que q(u) = B(u,u), serd llamada forma cuadrdtica de V, inducida por B.
Teorema 3.0.9. Forma Normal

Sea V un R espacio vectorial con producto interno (,) y ¢ una forma cuadrética sobre V en-
n
tonces existe una base a ortonormal de V' tal que ¢(u) = Z )\iu?, donde [u], = (u1 Us ... un)t
i=1
En efecto

Consideraremos las siguientes etapas:
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(1) Sea o = {wy,v2,...,v,} una base ortonormal de V' entonces tenemos para cada v € V,
la representacién

n
(283) v = Z a;v;
i=1

(2) Como ¢ es una forma cuadratica entonces por definicién, ¢(v) = B(v,v), donde B es la
forma bilineal de la cual proviene la forma q. Asi que, usando ( 283) tenemos que

(284) q(v) = [lolalalvla

o equivalentemente

BB((Uh v%) Lv;w) .. —iivéwni a1
2Av1,v2) B(UQ, 1)2) - £Lv2,0n)
q(v) = (a1 an) 2 2
: : . : a
B(v1,vn B(v1,vn "
( 5 ) ( 5 ). B(vp,vy)

(3) Como [¢]%, es simétrica entonces es diagonalizable y entonces existe una base ortonormal
de vectores propios, digamos 3 = {w1, we, w3, wy, . .., w, } tal que [q]’g = diag {A\1, A2, ..., \n}
Asi que tenemos la ecuacién fundamental

(285) ) = [5la)3012
(4) Sustituyendo ( 285) en ( 284) tenemos que
(286) q(v) = 4115 1al 5115 0]

(5) Ahora el punto es, como las bases son ortonormales entonces tenemos la igualdad
(287) 1§ = (12) ™" = (12
Aplicando (287) a (286 tenemos

= [ul5lal5lvls

<Ua w1>
= ((v,w1)...(v,wy)) diag{A1,..., A\n}

(v, wp)

n

= Z Xi(v, wi)?
i=1

Ejemplo 3.0.10.

Define la forma cuadrdtica en R?,
2 q
(@,y) — alz,y).

tal que q(z,y) = z% — 22y — y?, entonces siguiendo los pasos de la demostracion del teorema
( 3.0.9) hacemos:



3. PRELIMINARES SOBRE FORMAS BILINEALES 195

(1) Ezpresamos q, en forma matricial:

(259) =t 0 (4 ) ()

Observen que, ( 289) se escribe en la base candnica que es ortonormal respecto del
producto interno usual, como:

(290) aw,y) = (@)l i) (@ 9)ee)

(2) Ahora diagonalizamos [q]zgg,

(2)

Partimos con el polinomio caracteristico de [q]z@)

- (A—1) 1
P,(\) = det( 1 ()\+1)>

= M¥-1-1

= A2

Asi que los valores propios son; V.P={y/2, —/2}.
c(2

Sequimos con los subespacios propios de [q]C(Q;.

ve (Mg(2x1)), <= veMg(2x1)Aglyv= v

T T -y = x
— = A *
’ <y> T -y = Ny &)
Caso 1. A =+/2
De (%) sigue que: : z Z g;j . Asi que, y = (1 — v/2)x De donde,
x
veMgr(2x1) 53 = veMp(2x1) A v=
(1- Vo)
1
< veMr(2x1) A v=z ; reR
(1-v2)

1
— (M(le))2:< >
e {(uﬁ))}

Caso 2. A= —+/2
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De (%) sigue que:

r -y = —\/i’l} CAst que, y = (1+\/§)l‘ De donde,
— - y = - 2y

ve (Mr(2x1))_ — wveMg(2x1) A v=
@ x D) : ()

1
— (M(2X1))_2:< >
) v {((Hx/i))}

(3) Construimos una base ortonormal de vectores propios, a partir de la base

5= { ((1 1@) | ((1 +1ﬂ>) }

Como [ es ortogonal entonces ortonormalizamos dividiendo por la norma de cada
uno de ellos. Es decir

1 1

V4—2v2 4+2V2
1=va || g
V4 —2v2 4+2v2
(4) Construimos [v]q
1 1 1 1
4-2v2 \4—2v2 4+ 2v2 \VA+2v2
Sl (O IR S X (O RS )

V4 -2v2 Va—2v3 Va+2v2 Va+2v2
1

1

-

_ ( x +y(1—\/§)) 1-2v2 +< x +Z/(1+\/§)> 1+2v2
T \Waeavr Va3 | 1o ws Vitave arae) | 14
4+2v/2

3
S

(5) Finalmente

2 2
. _ x +y(1_\/§)> B ( z +y(1+\/§)>
ie.0) \/5<\/4_M \/4—2\/5 +HEv2) \/4+2¢§ \/4+2\/§
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4. Clasificacion de secciones Coénicas
Llamaremos seccién conica, al conjunto
(291) C={(z,y) €eR?* | az® + bxy + cy® + dz + ey + f =0}

y, ecuacién general de la seccion conica a

(292) C: a’+bry+c’+detey+f=0; {a,becde f}CR
entonces (292), puede ser reescrita como:
(293) ax? +bxy +cy® +dr +ey+f =0
~—
qa(z,y) L(z,y)

donde q(x,y) = ax?® + bxy + cy?, es una forma cuadrética y L(z,y) = dz + ey es una forma
lineal.
Pasando a su forma matrical tenemos que ( 292) se reescribe como:

(294) (z y) (g %) (;3) +(d e (Z) +f=0

Aplicamos ahora a (294), el teorema (3.0.9) y obtenemos

o (5 0) () e o (e £25) () +r-o

-~

(15

Donde, A1 y A2, son valores propios de 7¢”, a = {v1,v2} C MRg(2 X 1) una base ortonormal

de vectores propios de ¢ y <w1) — (<U1761> <”1’62>> (37)

Y1 (va,e1) (v2,e2)) \y

12,
-(2)

Asi que después de las transformaciones hechas en la ecuacién de la seccién cénica tenemos
la ecuacién central

(295) M2+ oy + Dy + Eyp + f =0
donde (D E) = (d e) <<U1,€1> (02,61>>

(vi,e2) (v2,€2)

Caso: AjAo #0

En este caso, completamos cuadrados en ( 295) para obtener

D\? D2 D\? E?
296 A ) = 4 e —0
(296) ! <:”1 + 2/\1> ISV <y1 + 2)\2> T

_ D . _ D _ D? E?
Seam?_wl—i_may2_yl+myF—f_m—m.

Luego tenemos,

(297) Mz +Ays +f=0

Caso: x A1 >0y Ao >0
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e ' > (0 entonces C: 0

e =0 entonces C: (—A L )

2017 2Xg2
2 y2
e F' < 0 entonces C: —% + —%E =1 es una Elipse.
YT

Caso: x \1 >0y

Ay <0

[ A
e =0 entonces C: Yo = * —)\—1 x9 par de rectas concurrentes.
2

e ' # (0 enton

Conclusion 4.0.11.

\

Caso: AN =0

Caso: x \1 =0y

72 Y2
ces C: —% + —2E = 1 es una hipérbola.
YR Y
0
(1) MiAa > 0= C : { Punto
FElipse

(1) MAg < 0 = C : pa.r de rectas concurrentes
Hiperbola

A2 =0

Dx1 + Ey; + f =0 es una recta

Caso: x A\1 =0y A2 #0

E\? E?
A —_ Dxy — — =0
2(2/1+2)\2> + Dz 4)\2+f

. 2
Slygzyl—%%yF:f—fTQentonces

Conclusién 4.0.12.

)\ng + Dz + F = 0 parabola o sus degeneraciones

Parabola

t
Mg = 0 = O : Una recta

Par de rectas paralelas

0
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Observacién 4.0.13.

Sabemos que [q]igg = [1]8(2) [ala [1]3(2)'

«

De donde sigue que det [q]zgg = det [q]5, Es decir,

b2 — dac
Ay = S

Teorema 4.0.14.
Si C:ax? +bry+ cy? +dr +ey+ f =0 es una seccion cénica entonces

.
Hipérbol

b2 —dac>0= C: tpervota
Par de rectas

0
b2 — dac < 0 = C : { Punto
Elipse

Pardbola

Una Recta

0

Par de Rectas

2 —dac=0= C:

4.1. Ejercicio Resuelto.

Dada la seccién cénica

(298) C: 522 —6xy+5y> —24vV2 2 +8V2y+56=0

e Identifiquemos el tipo de cdnica
e Tracemos la grafica de ( 298)

Etapa 1. Identificaciéon

Como,

V¥ —4-a-c=(-6)>-4-5-5<0

entonces usando el teorema (4.0.14) podemos concluir que (298) es una elipse o
alguna de sus “degeneraciones. ”

Etapa 2. Trazado de la cénica
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Algoritmo
Paso 1. Reinterpretacion de C, como una suma de formas:

C: q@,y)+1U(z,y) +56 =0
Donde,

q(x,y) = 5z? — 62y + 5y*>  forma cuadratica asociada a C

l(z,y) = —24/2 x + 82 y forma lineal asociada a C
Paso 2. Notacion Matricial

Cada una de las formas puede ser representada en forma matricial en la base
canénica ¢(3) de Mg(3 x 1), como sigue:

Q(x¢ y) = [($, y)]f;(?,) [Q]z(g) [(ZL‘, y)]c(i’))

a2 )()

l(xa y) = [(_24\/57 8\/5)]2(3) [(‘% y)]c(3)

— (—24V2 &/i)(j)

Asi que, ( 298) puede ser escrita como

( y)<_§ ‘§>(§>+(_2m 8\/5)(3;>+56:0

c(3)
)

Paso 3. Diagonalizamos [q]c(g

Para ello calculamos en primer lugar los valores propios:

PN = det(()\;5) ()\35))

= (A=5)*-9
= A —10\+16
= (A=2)(A-8)

Luego los valores propios son V.P = {2,8}

Para los vectores propios debemos resolver la ecuacion:

5 =3 TN _\(* — S5t — 3y
-3 5 y ) Y —-3x + b5y

[l
> >
< R
~—




4. CLASIFICACION DE SECCIONES CONICAS

Asi que para A = 2, tenemos que (x) se reduce a:

Sr — 3y = 2z
-3z + by = 2y

Luego,

Me(3x1))_p = <{( 1 >}>

Anélogamente para A = 8, tenemos que (x) se reduce a:

5r — 3y = 8«
-3z + 5y = 8y

Luego,

20 = ({(71)})

1
1
interno usual, de vectores propios.

Finalmente a = { (

Maés aun

|
Sl =Sl
Sl =Sl L

Es una base ortonormal y

(573) - m? wy g,

1 1
— 2 0
V2 V2

Paso 4. Reescribimos C en las nuevas coordenadas.

S
S

201

> ) < _1 ) }7 es una base ortogonal, respecto del producto
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q(z,y) +l(z,y)+f=0

II 1 2\ /2 0 . o
V2 e NN RSN e )Y
(—24v2 8\/§)<§>—|—56:O
II t
x 2 0 x
_|_
{ Y 0 8 (y)
I o
(—24v2 8\/5)(\{§ \{5 +56=0
vz ove /MY
2 0 x x
oy +( —-16 32) +56 =0
0 8 y/ y/

(2")2 4+ 8(y")? — 162" + 32y’ + 56 = 0

)
(
)
2
)
()2 4+ 4(y")? — 82" + 16y’ +28 =0

Paso 5. Completamos cuadrados en C'

()2 4 4(y")? — 82’ + 16y’ +28 =0
)
((2)* = 82) +4((y')* +4y') +28 =0
)
(' —4)2 4+ 4y +2)2+28-32=0
)
(2" —4)? +4(y' +2)* =4
I(Ix, —4)? (v +2)°
7 T 7 =1
2 1
Si hacemos
(299) =2 -4 A y' =y +2

entonces la elipse ( 299), se escribe como

(300)

La cual es una elipse en posicién candénica respecto de los ejes x” 3
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Paso 6. Dibujo de la Elipse

y Y !

. a4

1/

Figura 34: Elipse

4.2. Ejercicios Propuestos.

(1) En los siguientes ejercicios identifique la seccién cénica
(a) 224+ 9y> -9=0
(b) 22 -2y =0
(c) 25y% — 422 = 100
(d) 422 + 494> -9 =0

(e) —25z% +9y? +225 =0

(2) Identifique la conica, escriba esta en forma candnica y grafique:

(a) 22+ oy +y> =6

(b) zy=1

(c) 922 + y* + 6zy =4

(d) 42% +4y?> — 100y =0

(e) 922 4 6y> + 4xy —5=0

(f) 922 + 4% 4 6zy — 10v/10  + 10v/10 y + 90 = 0

(2) 5z +5y2 — 62y —30v2 2+ 182y +82=0

203
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(h) 522 + 122y — 2/13 x = 36

(i) 822 +8y? — 162y +33v2x — 312y +70=0



CAPITULO 6

Procesos Iterativos y algebra Lineal
Motivacién 0.2.1.

(1) Consideremos el sistema lineal candnico;

(301) 21 +
xrT —

3:2:1
31‘2:4

(2) El sistema (301), puede ser escrito matricialmente como sigue

(302) [% —H@:@
A X B

Claramente la solucion de (302) es la matriz columna [ _1 }; pues

mIEEe

(3) El sistema (303), puede ser reescrito como:

2 U fa | _[1] 2 0] Lo T
1 -3 zy | | 4 0 -3 | 10 2
2 0][m= 0 1][=
— [0 —3}_:32}*[1 on
e [2 of[a]_[1]_TO
0 =3 | |[22]| |4 1
Asi que el sistema (303), se escribe ” en este caso ” como:
m)__[2 0] [0 1][a], [2 0] 1
x| 0 -3 10 T2 0 -3 4
Finalmente
2 1 x| |1
1 -3 €T o 4
0
1 1
I - T -
0 2 2
=— +
1 4
2 3 Ylled L
| ~———
X M N

(4) Conclusion
(303) A X=B<=X=M-X+N

205
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(5) En la equivalencia ( 303), el sistema cldsico A- X = B se transforma en un ” proceso

iterativo 7 o de 7 entrada y salida 7; es decir podemos obtener una sucesion c;, donde
ci € Mir(2 x 1), para i = 1,2, como sigue:
(i) Sicp = [ 8 ] entonces
® (Co — MCl + N.

1 1
0 = 0 -
2 2
co = — +
1 4
—Z 0 _Z
3 0 3
1
2
4
3
ec3=M- -co+N
0 1 % 1
2 2
c3 = — +
NIMNE
3
7
6
7
L 6
1.166
| —1.166
ecy=M-c3+ N
0 1 g 1
2
cy = — +
S
6
- 13
12
17
L 18
1.083
| —0.914
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ecs=M-cs4+n

o 1 =] T
2 2
c; = — +
3ol o)l
18
r 35
36
35
L 36
[ 0972
| —0.972
(ii) Iterando el proceso tenemos una sucesion (cn)nen tal que
e
° ), =
o
lim agn)
n—oo
e si definimos lim ¢, = entonces
n—oo 1. (n)
im a,
n—oo
1
lim ¢, =
n—oo _1

1. Procesos Iterativos

1.1. Objetivos Generales.

(1) Dado un sistema lineal del tipo A- X = B, donde A € Mg(n), X € Mr(n x 1) y
B € Mg(n x 1), conseguir la siguiente equivalencia

A X=B<+=X=M-X+N; M € Mg(n), N € Mgr(n x 1))
(2) Determinar condiciones necesarias y suficientes para que el proceso iterativo
X=M-X+N

admita una solucién aproximada a la solucién real del sistema A - X = B.
(3) Determinar con el méximo de precisién el error que se comete al obtener una solucién
aproximada del sistema original A- X = B.

1.2. Lenguaje Basico.
(1) A-X = B, donde A € Mg(n), X € Mgr(n x 1) y B € Mg(n x 1); serd llamado Sistema

Canonico.
e Ejemplo
ailr a2 ... A1n I b1
asr a2 ... aon xT9 b2
(304) . =
apl Ap2 ... Qpn Tn bn,

(2) X=M- X+ N; M € Mg(n), N € Mg(n x 1)); serd llamado Proceso Iterativo.
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e Ejemplo
x1 mi;z Mmiz2 ... min x1 S1
x2 mo1 M2 ... maon x2 52
(305) . - . . . . . +
Tn Mp1 Mp2 ... Mpp In Sn

(3) {Bs}yeny = ({bgj)} N), serd llamada una sucesién de matrices si para cada s € N,
sE
B, € Mg(n)

e Es decir que;

TRy
(306) B _ b21 b22 b2n
s . . .
B b))
(4) Llamaremos Limite de una sucesiéon de matrices a lim {B,} .y = ( lim {bz(j)} N)
5§—00 5—00 s€
e Esto es;
[ lim b 1im b .. lim b ]
(307) lim B. — slggo b(;l) slggo bg;) slggo béi)
lim %) lim %) ... lim b

1.3. Procesos Iterativos Clasicos.

Lema 1.3.1.

Dado el Sistema Candnico A - X = B existe un Proceso Iterativo asociado a dicho Sistema.

En efecto

(i) Sea A=A+ 1 —1I, donde I = I,, representa la matriz identidad de tamno n
(ii) Sustituyendo en el Sistema clésico, tenemos

A-X=B < [A-I)+1]-X=B
— X+A-1)X=B
<— X=(I-A)X+B
Lo que prueba la existencia de un proceso iterativo

Definicién 1.3.2.

X =MX+ N, donde M = (I — A) y N = B sera llamado Proceso Iterativo Clasico de tamano
n, en simbolos (Pic(n))

Observacién 1.3.3.

Para estudiar un (Pic(n)) dado, adoptaremos la siguiente estrategia:

(1) Iniciamos el proceso tomando x1 € Mg(n x 1) arbitrario:
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(2) Partiendo con x1, construimos una sucesion {x;};en € Mr(n x 1) como sigue:
r9o = Mx1+ N

Mzy+ N = M(Mzy+ N)+ N = M*z; + (I + M)N

ry = M3z 4+ (I+M+M*)N

x3

En general, para s > 1, tenemos que

s—1 A

> MZ] N, donde M° =T
i=0

(308) Top1 = Mz +

(3) Supongamos que la matriz M es diagonalizable entonces existe una base o de Mg(n x 1)
de vectores propios tal que
(i) M en esa base se representa como una matriz diagonal, digamos

(309) M]® = diag {\1, A2y .-y An}
(i) M es similar a [M],, es decir
(310) M= [MS = [ (M3 1%,
1 0
0 0
donde, c¢(n) = N
0 1
(iii) Como [[]g(”) = [[[]?(n)}i entonces de ( 310), sigue que
(311) M= [ IMIE] T
(4) Aplicando ( 311) en ( 308), tenemos que
s—1
(312) o = [T (M) 1 1 + ZMZ] N
=0
(5) Pero
(M2 = [ diag {M, A2y, M}
= diag {\], A5, ..., N}
Luego,

lim (M1 = I diag {3, A5,.... A3}
= diag { lim Aj, lim A3,..., lim A} }
S— 00 S§— 00 §—00
Ast que la primera conclusion es archivada como el siguiente:
Teorema 1.3.4.

Si M es diagonalizable entonces lim M?® = (0) si y sdlo si los valores propios de
S§— 00

M tienen modulo menor que 1.
En efecto

lim M* = P—lslggo diag {5, 05, ..., A5 P

S§—00

= P! diag {lim i, lim A5,..., lim A5} P
S§— 00 S§— 00 S§—00
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Y el resultado sigue del hecho que

lima® =0 <= Ja| <1

§—00

Una palabra para el caso general, existe un resultado analogo, pero debe usarse formas
candnicas de Jordan. Aplicando ( 5) a ( 308) tenemos que

5—2
(313 Jug ey = Jim [Z Mi] N
i=
(6) Finalmente, como en ( 313),
-
(314) M|\ (I-M) = I-M"!
Li=0 N
entonces
5—2 T
(315) lim [y M| (I-M) = I- lim M
§—00 li—0 ] §—00

Ast que la sequnda conclusion es archivada en el siguiente:

Teorema 1.3.5.

lim M* = (0) si y sélo si I — M es invertible y en tal caso,
S§—00

(316) I—-M™" = i M
=0

La conclusion final la archivamos en el siguiente

Teorema 1.3.6.

Dados un Pic(n) y z1 € Mgr(n x 1) entonces existe una sucesion {xs} C Mg(n x 1) tal que

s—1
(i) o1 = Mszq + ZM’] N, donde M* =1 y s> 1
=0
(i) Si lim M* = (0) entonces lim w41 = (I — M)~"'N es una solucién de Pic(n).
S§—0Q S§—00
En efecto

X=MX+N <— X-MX=N
— ([-M)X=N
— X=(I-M)"'N
Definicién 1.3.7.

Si lim M*® = (0) diremos que Pic(n) converge, caso contrario decimos que diverge.
S—00
Si bien hemos conseguido una buena caracterizacion para que un Pic(n) converja, no obstante
hay algunos problemas tales como

(i) Si el tamano del Pic(n) es grande, (es decir n es grande), entonces calcular el limite
de las potencias de M o sus valores propios o su forma candnica de Jordan es costosa
en tiempo.

(ii) Ademds de calcular los valores propios, estos deben tener su mddulo menor que uno o
equivalentemente la matriz A debe estar cerca de la identidad.
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a1l
’ . . a21 . .
1.4. Norma clasica para matrices. Sea A = . entonces identificando R™ con
anl
a1l
. ., a21
Mg(n x 1) ( recuerde que la asociasién . € Mg(n x 1) — (a11,a21,-..,a,1) € R, es un
anl
isomorfismo ), podemos definir
Al = max {[anl, |az1], ..., [an1[}

y en general, podemos definir una funcién como sigue:

MR(W,) — R+U{O}

Il
317
(317) A — 4|

tal que si A = (a;5) € Mg(n) entonces

(318) JAI = mix {S eyl | 1<i<n
j=1

Ejemplo 1.4.1.

1 -2 =5
SiA=| 3 0 —30 | entonces
0 1 18
1 -2 -5
3 0 —30 || = méx {83319} =33
0 1 18
Lema 1.4.2.
La funcién || || es una norma en el espacio vectorial Mg (n)
En efecto

n
(i) Como || Al = méx Z\am /1<i<mn) entonces ||[A|| >0y
j=1

n
[Al =0 <= méx Z|aij||1§i§n =0
j=1

n

D laijl =0 1<i<n

j=1

|ai]~]:O 1§z§n 1§j§n
ai; =0 1<i<n 1<j<n
A= (0)

11y 1
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(ii) Si A € R entonces

IAA]

n

max Aaii|l /1<i<n
> Aai
j=1

n
= mix QY [Mag|/1<i<n
j=1

n

= || méx Zlazﬂ/lﬁiﬁn

j=1
= [ALA]
(iii) Para ver la desigualdad triangular
n
HA—FBH = max Z|aij—|—bij\/1§i§n
j=1
n
< méx ¢ (lai| +[bil) /1<i<n
j=1
n n
< méax Z|aij|/1§i§n + méx Z|bij|/1§i§n
=1 j=1
= [lAll+ Bl
Lema 1.4.3.
Si A € Mg(n) entonces
(319) lim |[A*—A)|=0= lim A°=A
§—00 S§—00
En efecto
n
lim [|4° = Afl = Tim méx ST —ayl|1<i<ny =0
j=1
)
. - (s) .
SILIEOZMU —a;jl=0 A 1<i<n
j=1
)
. (s) _ ;
Slillolo\blj —aijl=0 AN 1<i<n
Sli_g)lobgj):aij AN 1<i<n
Lema 1.4.4.

Si A € Mgr(n) y B € Mg(n) entonces | AB|| < ||A]l || B]|
En efecto
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n

Como AB = (¢;5), donde ¢;; = Zaikbkj entonces

k=1
n
IAB| = méx {> eyl|1<i<n
j=1
n n
= méx Z Zaikbkj |1<i<n
j=1 lk=1
n n
< méx Zz|aikbkj| |1<i<n
j=1k=1
n n
< méx {Y D ail brgl [ 1< i <n
j=1 k=1
n n
< méx Y agl > |beyl [1<i<n
k=1 j=1
n n
< méx {Z|aik||1§i§n} max Z!bkﬂ [1<ji<n
k=1 j=1
< [l 1Bl

Corolario 1.4.5.

Si A € Mg(n) entonces ||A°[| < ||A]|*
En efecto
Aplicando ( 1.4), tenemos que

14 = [1A°=" Al < [l Al HIAl = 1Al

ahora podemos aplicar los resultados anteriores como sigue:

(1) Aplicando ( 1.4.5), tenemos que:
|4 < JAlF = Jim A% < lim |1A]

(2) ||A%|| < 1 entonces necesariamente lim ||A|®* =0
S— 00

Luego,
A% <1 = 0< lim [|[A%]| < lim ||A]|®=0
S§— 00 S§— 00
Asi que
(320) A% <1 = lim ||A%||=0
S§— 00

(3) Finalmente aplicando ( 319) en ( 320), tenemos que
(321) A% < 1= lim A° =0
S§— 00
Todo lo anterior, lo podemos reducir a la siguiente técnica.

Teorema 1.4.6.

Si || M| < 1 entonces Pic(n) converge a una solucion.
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Ejemplo 1.4.7.

En la motivacion de este capitulo, estudiamos el sitema lineal (303)

201 + x2 = 1
$1—3$2:4

Una vez que le damos la forma matricial, que llamamos Pic(2), tenemos que
-1 -1
=[5
y [|[M| = 5 no obstante en la motivacion mostramos que podemos escribir (303) en el mismo

formato X = MX + N, pero M y N son obtenidos de una forma no cldsica y aun el sistema
converge.

Dos conclusiones podemos sacar del ejemplo anterior:

(i) La condicién |[M]| < 1, es una condicién necesaria pero no suficiente para la conver-
gencia del sistema.
(ii) Existen otras alternativas para generar procesos iterativos.

2. Procesos Iterativos no Clasicos

2.1. Proceso Iterativo de Jacobi.

Consideremos un sistema Lineal A X = B, donde A = (a;j) € Mg(n), X € Mr(n x 1) y
B € Mg(n x 1) entonces

(1) Definimos a partir de la matriz A la nueva matriz
(322) Dy = diag{ai1,a22,...,amm}
(2) De la misma forma a partir de la matriz A obtenemos la nueva matriz
(323) NDs=A—-Dy
(3) Aplicando ( 322) y ( 323), podemos transformar al sistema original en lo siguiente:

AX=B <= (Ds+NDy)X=8B
< Dy X+NDyX=08B

Asi tenemos que
(324) AX=B < Dy X=-NDpX+B

(4) Para despejar X, debemos eliminar matematicamente a D4 en el primer miembro de
( 324) y para ello bastard que ocurra lo siguiente:

Existe D' <= detDy #0

En este caso, podemos caracterizar la existencia de la inversa como sigue

325 Existe D3 <= a; #0 parai=1,...,n
A
(5) Siaj; # 0 parai=1,...,n entonces ( 324) puede ser escrito como sigue:
(326) AX=B < X=-D,'NDs X+D,'B
— ~——

M N
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(6) Para que el método sea completo estudiemos méas de cerca M y N.

M = -D;'NDy
aill 0 a2 ... ain
a9 a1 0 ... a9
Ann anl Gp2 ... 0
0 4 _din
ail ail
_ _n o ... _%m
a99 a22
_On1_On2 0
Gnn Gnn
Analogamente
N = D;'B
ai by
a2 ba
Ann bn,
by
aiy
b2
o a2
bn
Gnn

(7) En resumen, aplicando los valores de M y N en ( 326), tenemos que

0 a2 i b
a1l a1l ail
x1 X1
T2 _ a1 0 _a2p T2 bo
(327) : - a2 a2 : T an
:L‘n . . xn N
a a
— Ll _ ﬂ 0 bn
Gnn Gnn Ann

Definicién 2.1.1.

Un proceso iterativo obtenido como en ( 327), se llama Proceso Iterativo de Jacobi de tamano
n, en simbolos Pij(n)

Ejemplo 2.1.2.

Consideremos el sistema lineal expuesto en (303)

I
—

201 4+ w2
Ty — 3x9 = 4
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En este caso, el Pij(n) obtenido es

1 1

X1 0 —— I —_
2 2

= +
1 4
2 3 Ydlml L3
———— ——
X M N

Observacién 2.1.3.

Consideremos un Pij(n) entonces de la teoria expuesta anteriormente, mas exactamente apli-
cando ( 1.4.6) tenemos que un Pij(n) converge si || M]| < 1, entonces

|IM|| <1 <= méx Z% | i=1,2,....np <1
i | i
= > Yl <
— |
JFi
— Z]aij]<aii parai=1,...,n
J#i

En estos términos, hemos probado el siguiente:
Teorema 2.1.4.

Un Pij(n) converge si se satisfacen las siguientes condiciones:
(1) aii;«éo izl,...,ny
(2) Z]aij]<aii parai=1,...,n
J#i
Ejemplo 2.1.5.
En el Pij(2) (303) tenemos que

Luego, a11 =2 #0y age = -3 #0.

Luego el Pij(2) (303), converge a una solucién del sistema clésico.

Observacién 2.1.6.

Consideremos un Proceso Iterativo convergente entonces tenemos cuando menos los siguientes
problemas:
(1) SiY es una solucion absoluta del sistema de ecuaciones lineales AX=B entonces
¢ Como saber ciando la solucion relativa obtenida es aceptable ?
(2) s Cdomo medir el error que se comete en cualquiera de las etapas del cdmputo del sistema
iterativo ?
Para responder a estas interrogantes comenzemos comparando lo que creemos es es problema;
es decir supongamos que tenemos un proceso iterativo standar y'Y es una solucion absoluta del
proceso entonces

(328) Y = MY+N

)
(329) Yosr = MY, +N
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Luego, de ( 328) y ( 329) obtenemos que
Y-Ys1 = MY -MY;
Y—-Ys1 = MY - MYs+ MYsy1 — MY
Y -MY = Yo — MYy + MY — MY,
YI-M) = Yo = M)+ M Yer1 —Ys
Y =Y ) -M) = MY —Y)

Asi que, como | M|| < 1 entonces tenemos a nivel de matrices la igualdad fundamental

(330) Y =Y = M(Ye —Y)(I-M)™!
y a niel de "numeros”, tenemos las relaciones
IY = Yorall = [M][|(Yosr = Yo)ll [|(1 = M)~

SN [CATES SN [CA ] e

Finalmente la relacion fundamental es dada por

[(Yer1 = Y3
(331) HY_Ys—HH < H(;i—M)H

entonces tenemos el siguiente

Teorema 2.1.7.

Si X =M X+ N es un proceso iterativo de tamario n con | M|| < 1 entonces existe una sucesion
{Sr}ren € MR(n x 1) tal que

(1) Sy es arbitrario (detonante del proceso)
(2) S;p41=M S, + N parar>1
(3) lim S,41 = (I —M)™' N es una solucion del proceso iterativo y
T—00
[(Yss1 = Yo
(I = M)

2.2. Ejercicios Propuestos.

(4) Y = Yol <

(1) Considere la matriz

2 0,1 1
A=1{13 4 0
0 1 8
(i) Calcule ||A]|
(ii) Considere ahora el sistema lineal
2 0,1 1 x 3
(332) 3 4 0 y =10
0 1 8 z 1

Puede garantizar que el proceso iterativo X = M X + N inducido por (332), con
M=I-AyN=[3 0 1]}, converge a una solucién del sistema original ( 332)

(2) De un ejemplo de una matriz de orden 2, tal que sus valores propios tengan mdédulo
menor que 1, pero su norma sea mayor que 1.

(3) Dado el sistema lineal
-5 + 2y + =z = 2

x + Ty + z =
r + y — 5z

Il
O
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Calcule X3 a partir de X; =[0 1 0], usando si es posible el método de Jacobi.

(4) Dado el sistema lineal

6 + 2y — 3z = 5
-z + 8y + 3z = -10
r + 4y + 12z = 12

(a) Calcule X4 a partir de X; =[1 1 1], usando si es posible el método de Jacobi.
(b) Estime el error || X4 — X||, donde X es la solucién correcta del sistema.

(5) Consideremos un sistema A X = B, A = (a;5) € Mg(n), X € Mgr(n x 1)y B €
Mg(n x 1) entonces

(a) Definimos a partir de la matriz A la nueva matriz

rsy = {0 5]
0 sit >

(b) De la misma forma a partir de la matriz A obtenemos la nueva matriz

(333) NTSy=A-TS54
(c¢) De condiciones para que a partir del sistema
TSA X=—-NTSy X+B

Se obtenga un proceso iterativo convergente de la forma

(334) X =-TS;' NTSy X +TS;' B
R —— N’
M N

(d) Determine explicitamente M y N.
Un tal proceso se conoce como Proceso Iterativo de Gauss - Seidel de tamano n, en
simbolos Pig(n)
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